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Les surfaces implicites ont e´te´ perc¸ues au cours des anne´es 80, comme une alterna-
tive inte´ressante aux mode´lisations parame´triques des surfaces (NURBS, etc). Elles sont
de´finies comme l’ensemble des points de meˆme valeur d’un champ potentiel, c’est-a`-dire
la frontie`re de deux volumes. Ainsi elles posse`dent des proprie´te´s avantageuses dans le
cadre de la mode´lisation ge´ome´trique : gestion automatique de la topologie, garantie de
manipuler des entite´s manifold, possibilite´ de de´finir des transitions lisses entre des ob-
jets se fusionnant. Elles furent cependant de´laisse´es au de´but des anne´es 2000 en raison
des contraintes qu’elles imposent : e´valuation et affichage couˆteux en temps de calcul, et
forme des surfaces difficilement controˆlables. Les contributions de cette the`se proposent
des solutions a` ces proble´matiques de la mode´lisation par surfaces implicites.
Il est tout d’abord montre´ qu’une nouvelle structure d’acce´le´ration, combinant les
proprie´te´s d’une hie´rarchie de volumes englobants et d’un Kd-Tree, permet d’acce´le´rer
l’affichage par lancer de rayons d’un grand nombre de surfaces implicites. Il est ainsi
possible d’animer en temps re´el une surface de type fluide, de´finie par les points d’isovaleur
d’un champ potentiel obtenu par la somme de primitives simples.
Les ope´rateurs simples de composition de surfaces implicites, tels que la somme, per-
mettent d’e´valuer rapidement des champs potentiels combinant plusieurs milliers de pri-
mitives. Ne´anmoins, l’apparence organique des surfaces produites est difficile a` controˆler.
Cette the`se propose un nouveau type d’ope´rateur de composition, utilisant a` la fois les
valeurs et les gradients des champs potentiels sources, qui permet d’avoir beaucoup plus
de controˆle sur la forme des surfaces produites tout en supprimant les effets inde´sirables
des ope´rateurs classiques, tels que le gonflement a` l’intersection de surfaces ou la fusion
de surfaces proches.
Enfin il est montre´ comment ces ope´rateurs de me´lange peuvent eˆtre utilise´s pour
de´former des surfaces de type maillage, anime´es par un squelette. Nous de´finissons un
champ potentiel par composition de primitives implicites ge´ne´re´es aux areˆtes du sque-
lette. A chaque de´formation du squelette, le champ potentiel est lui aussi de´forme´ par
les ope´rateurs de composition choisis : ces de´formations peuvent eˆtre reproduites sur le
maillage en de´plac¸ant chaque sommet du maillage jusqu’a` la surface d’isovaleur corres-
pondante a` leur valeur de potentiel initiale. Cette technique permet d’obtenir rapidement
des de´formations plausibles au niveau des articulations des membres mode´lise´s.
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Abstract
Implicit surfaces have been considered during the eightees as a promising alter-
native to parametric surfaces (NURBS patches, etc...). They are defined as the set of
points having the same value of a scalar field, thus spliting the space into two volumes.
Their volumetric nature confers them interesting properties for geometric modeling : the
topology of objects is handled automatically, geometries are guaranteed to be manifold
and they can produce smooth blendings of objects easily. However, they were abandoned
at the beginning of the 21st century due to the limitations they impose : they are compu-
tationally expensive to evaluate and to display, and the shape of the transition between
objects is difficult to control. This thesis proposes new solutions to these problems in
implicit surfaces modeling.
First of all, it is shown that the use of a new object-partitioning structure, mixing the
properties of a bounding volume hierarchy and a Kd-Tree, makes it possible to raytrace a
large number of implicit primitives at interactive frame rates. Therefore it allows real time
visualization of fluid-like shapes, defined as an isosurface of a potential field computed as
the sum of simple primitives.
Simple composition operators of implicit surfaces, such as the sum operator, allow a
fast computation of a potential field combining thousands of primitives. Nevertheless, the
shape of the resulting surfaces is organic and difficult to control. In this thesis, a new kind
of composition operators is proposed, which takes both the value and the gradient of the
source potential fields as input. These operators give much more control on the shape of
the surfaces, and they avoid the classical problems of implicit surfaces composition, such
as bulging at the intersection of two primitives or blending of surfaces at a distance.
Finally, a new skeleton-based animation technique is presented which reproduces the
deformations of some implicit surfaces on a given mesh. We define a potential field as
the composition of implicit primitives generated at the bones of the skeleton. Thus each
motion of the skeleton will cause distortions in the associated potential field. These dis-
tortions can be reproduced on the mesh by moving each of its vertices to the isosurface
of the potential field corresponding to their initial potential value. This technique is able
to produce rapidly realistic deformations on the limbs of an articulated model of a body.
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Au cours de ma the`se, j’ai eu l’occasion de travailler sur deux the`mes distincts. Le
premier sujet auquel j’ai consacre´ pre`s d’un an et demi concerne une me´thode d’image-
rie me´dicale a` l’e´tude depuis le de´but du 21e`me sie`cle, a` savoir la tomographie optique.
Cette technique consiste a` utiliser un spectre de rayonnement dans le domaine visible
(proche infrarouge) pour de´tecter des tumeurs potentielles dans les tissus mous, i.e.qui ne
contiennent pas d’os. L’inte´reˆt de ce rayonnement est qu’il n’est pas nocif pour les tissus
au contraire de celui utilise´ dans d’autres techniques d’observation telles que l’observation
par rayons X, ou bien la Tomographie par Emission de Positons qui ne´cessite l’injection
d’un isotope radioactif. Malheureusement, les tissus biologiques sont fortement diffusants
pour le rayonnement infra rouge de sorte qu’il est difficile de mode´liser le comportement
pre´cis des photons au sein d’un tel milieu. Les me´thodes traditionnelles de l’Etat de l’art
utilisent pour la plupart des hypothe`ses simplificatrices sur la nature de la propagation
des photons dans les tissus, mais ces hypothe`ses imposent des restrictions sur les cadres
d’application de ces me´thodes. Nous avons e´tudie´ la possibilite´ d’utiliser une me´thode plus
ge´ne´rale et non-restrictive, a` savoir la me´thode d’inte´gration de Monte-Carlo, mais celle-ci
converge tre`s lentement et ge´ne`re un bruit re´siduel qui affecte grandement la qualite´ des
re´sultats.
N’ayant pas obtenus de re´sultats convaincants, j’ai alors saisi l’opportunite´ de travailler
sur un deuxie`me sujet concernant la mode´lisation ge´ome´trique par surfaces implicites. La
mode´lisation par surfaces implicites est une manie`re e´le´gante de repre´senter des surfaces
ge´ome´triques et posse`de de nombreux avantages (garantie d’avoir un objet manifold, pas
d’artefacts lie´s a` la discre´tisation des surfaces, prise en compte automatique des chan-
gements de topologie au cours du temps, . . .). Elle a toutefois e´te´ de´laisse´e a` la fin des
anne´es 90 en raison des difficulte´s et contraintes qu’elle impose :
— affichage des surfaces non imme´diat, pouvant ne´cessiter un traitement pre´alable
— forme des surfaces difficilement controˆlable
— couˆt d’e´valuation bien souvent non compatible avec des applications temps re´el.
Durant cette the`se, je me suis attaque´ a` ces proble`mes. Les contributions apporte´es
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Avant-propos
montrent que certains de´faults des surfaces implicites peuvent eˆtre surmonte´s et re´solus
de manie`re simple, et j’espe`re convaincre le lecteur que les surfaces implicites ne doivent
pas eˆtre enterre´es de´finitivement.
Le manuscrit est ainsi de´compose´ en deux parties bien distinctes. La premie`re, courte,
concerne mes travaux sur la tomographie optique. La seconde, plus importante, est de´die´e









La tomographie optique est une technique d’imagerie qui consiste a` retrouver les pro-
prie´te´s d’un objet a` partir d’une se´rie de mesures effectue´es depuis l’exte´rieur de cet objet.
Contrairement aux autres techniques de tomographie (TEP, scintigraphie), la tomogra-
phie optique utilise des sources lumineuses e´mettant des photons dans le bas du spectre
visible (≈ 700 nm), ce qui la rend tre`s attractive dans le domaine de l’imagerie me´dicale.
En effet, d’une part ce rayonnement est inoffensif pour les tissus organiques, et la prise
de mesures ne ne´cessite pas l’ingestion pre´alable d’un produit radioactif. D’autre part, ce
type de rayonnement est peu couˆteux a` produire.
Dans les dispositifs expe´rimentaux, la lumie`re est transmise a` la surface de l’objet par
des fibres optiques. Les photons transmis interagissent avec la matie`re selon les proprie´te´s
du milieu et certains finissent par ressortir de l’objet. D’autres fibres optiques permettent
de de´tecter ces photons en certains points de la surface.
Les deux principales interactions subies par la lumie`re dans un tissu organique sont
l’absorption (qui se traduit par une diminution de l’intensite´ lumineuse) et la diffusion
(un changement brutal de direction des rayons lumineux). L’influence de ces interactions
varie selon le type de tissu observe´ et des variations locales (tumeur...) peuvent alte´rer les
mesures de fac¸on significative.
L’objectif de la tomographie optique est ainsi de retrouver les proprie´te´s d’absorption
et de diffusion en tout point du milieu e´tudie´ a` partir des mesures re´alise´es a` sa surface.
Ce proble`me est appele´ proble`me inverse. On appelle proble`me direct le proble`me qui
consiste a` calculer l’intensite´ lumineuse arrivant aux capteurs, les proprie´te´s d’absorp-
tion et de diffusion du milieu e´tant connues. La re´solution du proble`me inverse fait appel












Figure 1.1 – Sche´matisation du domaine
des re´sultats du proble`me direct obtenus a` chaque ite´ration. Il est donc ne´cessaire pour
re´soudre le proble`me inverse de savoir re´soudre le proble`me direct.
Dans une premie`re partie, nous de´taillerons le formalisme utilise´. Dans une seconde
partie, nous introduirons les algorithmes permettant de re´soudre le proble`me inverse.
Enfin nous e´tudierons les algorithmes permettant de re´soudre le proble`me direct.
1.1 Formalisme
On note Ω le domaine de l’objet observe´ et δΩ sa frontie`re. Pour tout point X de Ω,
on appelle coefficient d’absorption µa(X) (resp. de diffusion µs(X)) la probabilite´ qu’un
photon soit absorbe´ (resp. diffuse´) sur une unite´ de distance au point X. L’ensemble des
sources lumineuses est note´ S (cardinal NS), celui des capteurs est note´ C (cardinal NC)
(cf. fig. 1.1).
Le proble`me direct est de´fini de la fac¸on suivante :
Etant donne´ (µa(X), µs(X)) pour tout X dans Ω, calculer mi,j la puissance e´change´e entre
la source i et le capteur j pour tout (i, j) ∈ S × C .
Et le proble`me inverse :
Etant donne´ mi,j pour tout (i, j) dans S×C, retrouver (µa(X), µs(X)) pour tout X dans
Ω.
Notons a = {µa(X) | X ∈ Ω} et b = {µs(X) | X ∈ Ω} . Le proble`me inverse peut eˆtre







Figure 1.2 – La discre´tisation du domaine : a` chaque voxel i correspond un coefficient












ou` Mi,j est la puissance e´change´e mesure´e entre i et j et mi,j(a, b) la puissance e´change´e
calcule´e entre i et j dans la configuration (a, b).
Pour la re´solution du proble`me inverse, le domaine Ω est discre´tise´ en N voxels. A




2Re´solution du proble`me inverse








Pour re´soudre ce proble`me, il est indispensable de pouvoir e´valuer I en tout point
(a, b). Autrement dit il faut pouvoir re´soudre le proble`me direct. Diffe´rentes me´thodes
d’optimisation permettent de re´soudre le proble`me inverse en utilisant la re´solution du
proble`me direct :
1. Me´thodes d’optimisation stochastiques
Ces me´thodes utilisent des e´venements ale´atoires pour guider la recherche d’une
solution. Elles sont en ge´ne´ral simples a` mettre en oeuvre mais convergent plus
lentement que les algorithmes de´terministes. Parmis les algorithmes stochastiques
les plus populaires, on peut citer le recuit simule´ [SK83] ou encore les algorithmes
ge´ne´tiques.
2. Me´thodes de Newton
Les algorithmes de type Newton recherchent le point ou` les de´rive´es de la fonction
I a` optimiser s’annulent. Pour cela, ils font e´voluer une estimation βs de la solution
en utilisant l’approximation de Taylor a` l’ordre 1 de I ′ autour de la solution :
I ′(βs+1) = I ′(βs) + I ′′(βs)hs = 0
⇒ hs = −(I ′′(βs))−1I ′(βs)
L’inconve´nient de cette me´thode est que le calcul de l’incre´ment hs ne´cessite
d’e´valuer les de´rive´es secondes de I. Des e´volutions de cet algorithme permettent
de s’en passer, par exemple l’algorithme de Gauss Newton.
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Chapitre 2. Re´solution du proble`me inverse
Etant donne´es m fonctions ri, i = 1 · · ·m de n variables β = (β1, · · · , βn) l’algo-





Comme toutes les me´thodes de Newton, l’algorithme part d’une estimation initiale
de la solution β0 puis proce`de par ite´ration :




— H matrice hessienne de I hi,j =
∂2I
∂βi∂βj
— ∇I = 2JT r : gradient de I en βs
— J : matrice jacobienne des fonctions ri : j =
∂ri
∂βj
L’ide´e de Gauss est de faire une approximation de la hessienne a` l’ordre 1 :
H ≈ 2JTJ
Ainsi δβ = −(JTJ)−1JT r et seules les de´rive´es premie`res sont ne´cessaires pour
calculer l’incre´ment. Toutefois, un proble`me apparaˆıt lorsque n > m , autrement
dit lorsque le nombre de voxels est supe´rieur au nombre de mesures effectue´es.
En effet dans ce cas la matrice n × n (JTJ) est non inversible car son rang est
alors infe´rieur a` n. Il faut alors utiliser une autre formulation de l’incre´ment, par
exemple celui de la me´thode de Levenberg-Marquardt :
δβ = (JTJ + λId)−1JT r
ou` le parame`tre λ est choisi arbitrairement, de fac¸on a` garantir le rang de la
matrice (JTJ+λId) et a` assurer une bonne vitesse de convergence de l’algorithme.
L’utilisation de ces algorithmes en tomographie optique a e´te´ e´tudie´e dans [KDP95,
MS93].
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3Re´solution du proble`me direct
Comme indique´ pre´ce´demment, la re´solution du proble`me direct est une e´tape indis-
pensable a` la re´solution du proble`me inverse. Le mouvement des photons se propageant





+ω·∇xf(x, ω, t) = s(x, ω, t)−(µa(x)+µs(x))f(x, ω, t)+µs(x)
∫
4pi
f(x, ω′, t)φ(ω, ω′)dω′
avec :
— f fonction de distribution des photons : f(x, ω, t) densite´ de photons en x se
de´plac¸ant dans la direction ω a` l’instant t.
— φ fonction de phase du milieu : φ(ω, ω′) probabilite´ qu’un photon se propageant
dans la direction ω soit diffuse´ en ω′ lors d’un e´ve`nement de diffusion.
— s terme source : s(x, ω, t) = 0 ∀x /∈ S
En tomographie optique, la me´thode de re´solution de l’ETR la plus utilise´e est la
me´thode des e´le´ments finis associe´e a` une approximation de l’ETR dite approximation de
diffusion. Cette me´thode a l’avantage d’eˆtre rapide mais ne fonctionne que dans un cadre
bien pre´cis que nous allons de´crire. Cette technique est de´taille´e dans [Arr99, MSD95].
Nous utilisons une me´thode de re´solution base´e sur Monte-Carlo applique´e a` la formula-
tion inte´grale de l’ETR, qui a l’avantage d’eˆtre valide dans tous les cas.
L’approximation de diffusion est une simplification de l’ETR que l’on obtient lorsque
l’on fait les hypothe`ses suivantes :
— Le milieu est tel qu’il y a beaucoup plus d’e´venements de diffusion que d’e´venements
d’absorption (µa  µs). Ainsi, apre`s un certain nombre de diffusions, peu de
13
Chapitre 3. Re´solution du proble`me direct
photons seront absorbe´s et la fonction de distribution sera presque isotrope.
— Dans un milieu fortement diffusant, la variation de densite´ de flux de photons est
beaucoup plus lente que le temps moyen s’e´coulant entre deux diffusions successives
d’un meˆme photon.
La premie`re hypothe`se permet de ne garder que les deux premiers moments de la de´composition
en harmoniques sphe´riques de la fonction de distribution :
f(x, ω, t) ≈ 1
4pi
F (x, t) +
3
4pi
J(r, t) · ω
avec :
— F (x, t) =
∫
4pi
f(x, ω, t)dω densite´ de photons en x a` l’instant t
— J(x, t) =
∫
4pi
cωf(x, ω, t)dω flux de photons en x a` l’instant t
















∇F (x, t) = 0 (3.2)
ou` µ′s = (1 − g)µs est le coefficient de diffusion re´duit et g =
∫
4pi
ω · ω′φ(ω, ω′)dω′ est
le facteur d’anisotropie de la fonction de phase.
La seconde hypothe`se consiste a` poser ∂J
∂t
= 0 soit en remplac¸ant dans (3.1) :
J(x, t) = − 1
3(µa + µ′s)
∇F (x, t)
ce qui donne dans (3.2) :
∂F (x, t)
∂t
+ µaF (x, t)−∇ · (κ∇F (x, t)) = S(x, t)
ou` κ = 1
3(µa+µ′s)
est le coefficient de diffusion.
3.1 Re´solution par me´thode des e´le´ments finis
La me´thode des e´le´ments finis est un me´thode de re´solution nume´rique des e´quations
aux de´rive´es partielles. Le domaine Ω est divise´ en un maillage de P e´le´ments forme´s par
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D noeuds. La me´thode des e´le´ments finis consiste a` approcher la solution F (x, t) par une
fonction continue par morceaux F h(x, t) =
∑P
i=1 Fi(t).ui(r). La qualite´ de l’approxima-
tion de´pend des fonctions ui et du maillage choisis.
L’e´quation de diffusion s’e´crit en termes d’e´le´ments finis [MSD95, SRAD93] :





— ζ = 1
2A




















Soit en domaine fre´quentiel :
(K(κ) + C(µa) + ζ.A+ i.ω.B)Φ = q0
Le proble`me direct consiste alors a` re´soudre le syste`me line´aire ci-dessus (avec une
me´thode de gradient conjugue´ par exemple).
Les limitations de cette me´thode proviennent essentiellement de l’approximation de
diffusion. Outre le cas µa | µs, l’approximation n’est plus valide lorsque le domaine
contient des zones non-diffusantes ou, plus ge´ne´ralement, lorsque le milieu est optique-
ment mince (par exemple lorsque des capteurs sont place´s pre`s des sources, c’est a` dire
lorsque le libre parcours moyen de diffusion est non ne´gligeable devant la distance source-
capteur). C’est pourquoi nous avons choisi d’employer une autre me´thode de re´solution.
3.2 Me´thode de Monte Carlo
La me´thode d’inte´gration de Monte Carlo est une me´thode permettant d’estimer




f(x)dx. Soient N variables ale´atoires X1..XN ∈ D e´chantillone´es selon la meˆme
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L’estimateur de Monte Carlo converge en O(
√
N). En pratique, le choix de la densite´ de
probabilite´ p a beaucoup d’influence sur la vitesse de convergence. La densite´ de probailite´
ide´ale p(x) = f(x)
I
(e´chantillonnage par importance) n’e´tant pas facile a` e´valuer dans la
plupart des cas, il faut essayer de s’en approcher de manie`re intuitive. Nous utilisons la
me´thode d’inte´gration de Monte Carlo pour re´soudre la formulation inte´grale de l’equation
de transfert radiatif :






φ(ω, ω′)L(x′, ω, t− ‖ x




— xδΩ la projection de x sur la frontie`re δΩ dans la direction −ω
— L(x, ω, t) la radiance : puissance lumineuse en x arrivant dans la direction ω
— τ(x1, x2) = e
− ∫ x2x1 µa(x)+µs(x)dx : l’atte´nuation
En substituant l’expression de L dans sa de´finition :













φ(ω1, ω2) [· · · ] dω2dx2
]
dω1dx1
On remarque alors que l’espace d’inte´gration est divise´ en sous-espaces de chemins
optiques comportant le meˆme nombre de diffusions. L’expression de la luminance peut








— Di est l’ensemble des chemins optiques comportant i diffusions et reliant le point
x a` une source
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‖ x0 − x1 ‖2
φ( ~x1x0, ~x2x1)
τ(x1, x2)
‖ x1 − x2 ‖2
φ( ~x2x1, ~x3x2) · · · τ(xi, xi+1)‖ xi − xi+1 ‖2
s(xi+1, ~xi+1xi)
si l’on note x = x0, x1, · · · , xi+1 .










ou` les Xj sont des chemins optiques comportant i diffusions e´chantillonne´es selon la
densite´ de probabilite´ pi choisie. Pour calculer la luminance en un point, il faut donc
pouvoir e´chantilloner des chemins de longueurs arbitraires et e´valuer une somme infinie
d’inte´grales.
3.2.1 Path tracing
Le path tracing [Kaj86] est une me´thode ite´rative de ge´ne´ration de chemins : chaque
segment d’un chemin optique est ge´ne´re´ a` partir du pre´ce´dent a` l’exception du dernier (qui
est obtenu en reliant le dernier noeud ge´ne´re´ a` une source sj). Plus concre`tement, a` partir
du point x0 et de la direction ω0 (en supposant que l’on souhaite e´valuer L(x0, ω0)), on
ge´ne`re successivement un point de diffusion xi selon une densite´ de probabilite´ pxi−1,ωi−1
puis une direction de diffusion ωi selon une densite´ de probabilite´ qxi,ωi−1 . A chaque point
ge´ne´re´, la ge´ne´ration est stoppe´e avec une probabilite´ P ∈]0; 1[ (me´canisme de roulette
russe). La probabilite´ de ge´ne´rer un chemin x = x0, · · · , xn est :
p(x) = P (1− P )n−1px0,ω0(x1)qx1,ω0(ω1) · · · pxn−1,ωn−1(xn)qxn,ωn−1(ωn).
Ainsi pour tout n ∈ N, la probabilite´ de ge´ne´rer un chemin de longueur n est non nulle.
Il reste a` choisir les densite´s de probabilite´ pxi,ωi et qxi,ωi−1 . Nous avons vu que pour
optimiser la convergence de l’algorithme de Monte Carlo, il faut chercher a` s’appro-
cher de la densite´ de probabilite´ optimale fi(x)
I
. Par analogie avec l’expression de fi(x)
, on obtient pxi,ωi(xi+1) = ατ(xi, xi+1) et qxi,ωi−1(ωi) = φ(ωi−1,−ωi) ou` α est tel que∫ xiδΩ
xi
pxi,ωi(xi+1)dxi+1 = 1. Intuitivement, les chemins posse´dant des segments courts
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Figure 3.1 – Un ensemble de points ge´ne´re´s permet d’explorer plusieurs chemins
doivent eˆtre e´chantillonne´s plus souvent que les chemins posse´dant des segments longs
car l’atte´nuation est plus importante sur ces derniers, ce qui est ve´rifie´ ici.
L’inconve´nient de l’e´chantillonnage par path tracing est que la taille du dernier seg-
ment n’est pas prise en compte. D’autres me´thodes d’e´chantillonnage plus efficaces sont
donc possibles, mais un autre avantage du path tracing est la possibilite´ d’explorer plu-
sieurs chemins avec un seul e´chantillonnage (cf. Figure 3.1). Cette caracte´ristique permet
d’e´valuer la luminance L(x0, ω0) en un point x0 dans la direction ω0 avec une seule esti-

















ou` Xi,j est le j
e`me chemin optique e´chantillonne´ comportant i diffusions. Si l’on choisit

















fi(x0 · · · xisj)




Nous avons vu dans la section 2 qu’ il est ne´cessaire de calculer les de´rive´es par rapport
aux parame`tres µa et µs pour pouvoir re´soudre le proble`me inverse. Ces de´rive´es (appele´es
aussi sensibilite´s) peuvent eˆtre obtenues par la me´thode des e´le´ments finis [Arr99] mais
le calcul de chaque sensibilite´ ne´cessite alors l’inversion d’un syste`me line´aire. Un autre
avantage de la me´thode de Monte Carlo est de pouvoir e´valuer ces de´rive´es tre`s sim-
plement et a` faible couˆt. En effet, supposons que l’on souhaite e´valuer la sensibilite´ de
l’inte´grale suivante I =
∫
D
f(x)dx a` un parame`tre α tel que D ne de´pend pas de α.























On remarque qu’il est possible d’utiliser les meˆmes e´chantillons Xi pour e´valuer I et
∂
∂α
I, ce qui permet d’e´conomiser les couˆts d’e´chantillonnage.
3.3.1 Application au path tracing
Nos e´chantillons sont de la forme x0, · · · , xn, sj. La contribution d’un tel chemin peut
s’e´crire :
fn(x0, · · · , xn, sj)
pn(x0, · · · , xn, sj) =
fnp (x0, · · · , xn)
pnp (x0, · · · , xn)




sont de´finis re´cursivement :
fk+1p (x0, · · · , xk+1)
pk+1p (x0, · · · , xk+1)
=
fkp (x0, · · · , xk)
pkp(x0, · · · , xk)
φ( ~xkxk−1, ~xk+1xk)τ(xk, xk+1)
Les sensibilite´s peuvent alors eˆtre calcule´es de fac¸on re´cursive. En effet :
∂
∂α
fk+1p (x0, · · · , xk+1)





fkp (x0, · · · , xk)
pkp(x0, · · · , xk)
)
φ( ~xkxk−1, ~xk+1xk)τ(xk, xk+1)+
fkp (x0, · · · , xk)
pkp(x0, · · · , xk)
∂
∂α
(φ( ~xkxk−1, ~xk+1xk)τ(xk, xk+1))
Il est ainsi aise´ de calculer successivement les sensibilite´s sur les chemins {x0, x1, sj},




Nous avons effectue´ des tests de reconstruction sur des milieux synthe´tiques en deux
dimensions homoge`nes. Dans ces milieux, nous avons ajoute´ une ou deux inclusions, c’est-
a`-dire des zones tre`s locales ou` les coefficients d’absorption et de diffusion varient forte-
ment. Pour chaque cas, nous avons simule´ le proble`me direct puis effectue´ la re´solution
du proble`me inverse a` partir des mesures simule´es.
Dans notre configuration de test, les sources et les capteurs sont place´s alternative-
ment en cercle autour du milieu, conforme´ment aux dispositifs expe´rimentaux re´alise´s
dans [Arr99, MSD95] (cf. Figure 4.1). Pour la reconstruction, nous avons utilise´ pour
configuration initiale les caracte´ristiques du milieu de test sans la pre´sence des inclusions.
Les re´sultats de reconstruction obtenus sont visibles en Figure 4.2. Sur le cas 8 × 8,
on peut remarquer que la position de l’occlusion a bien e´te´ retrouve´e, mais qu’il n’a pas
e´te´ possible de de´terminer sa ve´ritable nature. En effet, celle-ci repre´sentait une variation
du coefficient de diffusion, tandis que la reconstruction la fait apparaˆıtre e´galement au
Figure 4.1 – Configuration des sources et des capteurs employe´e dans nos simulations.
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Figure 4.2 – Re´sultats de reconstruction obtenus sur les cas tests
niveau du coefficient d’absorption. Ce re´sultat est duˆ a une convergence de l’algorithme
de Gauss-Newton dans un minimum local.
Outre la difficulte´ de distinguer la nature des inclusions, un autre proble`me de la
me´thode de reconstruction est que ces minimas locaux peuvent eˆtre tre`s e´loigne´s de
la solution du proble`me inverse, lorsque la re´solution augmente. Ce proble`me est par-
ticulie`rement visible dans le deuxie`me exemple en 16 × 16 ou` l’algorithme a e´choue´ a`
retrouver les deux inclusions.
Devant les difficulte´s de convergence de la me´thode de reconstruction, nous avons
e´tudie´ diffe´rents moyens d’ame´liorer les re´sultats obtenus.
Une premie`re approche fut d’utiliser une me´thode de reconstruction en multi-re´solution.
Celle-ci consiste a` re´soudre plusieurs fois le proble`me inverse en augmentant la re´solution
de la grille entre deux re´solutions successives. Chaque solution trouve´e est alors re´e´chantil-
lonne´e dans la re´solution suivante et est utilise´e en tant que configuration initiale dans la
me´thode de Gauss-Newton pour le proble`me suivant. Ceci permet de rendre l’algorithme
de re´solution plus stable que dans le cas ou` la grille de plus grande taille est utilise´e
d’entre´e.
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Ne´anmoins, un inconve´nient de cette technique est que le nombre de variables a`
de´terminer (i.e. le nombre de coefficients dans la grille) augmente de manie`re exponentielle
a` chaque nouvelle ite´ration. Le temps de calcul ne´cessaire a` la re´solution du proble`me in-
verse devient alors rapidement prohibitif, principalement en raison du temps ne´cessaire a`
la convergence de l’algorithme de Monte-Carlo dans la re´solution du proble`me direct.
Nous avons alors recherche´ un moyen de re´duire le nombre de variables en jeu dans
la re´solution du proble`me inverse. Nous avons formule´ l’hypothe`se que les inclusions
posse´daient une forme ge´ome´trique suffisamment simple pour pouvoir eˆtre de´crites par
quelques parame`tres. Une me´thode de re´solution du proble`me inverse peut alors s’expri-
mer en deux e´tapes :
— Une e´tape de re´solution par la me´thode de Gauss-Newton sur une grille de faible
taille, permettant de localiser grossie`rement les inclusions.
— Une e´tape consistant a` placer des objets ge´ome´triques simples mode´lisant ces in-
clusions dans le milieu puis a` affiner les parame`tres de ces objets via une seconde
re´solution de Gauss-Newton pour localiser pre´cise´ment la position et la forme des
inclusions.
Il reste a` choisir une me´thode de mode´lisation ge´ome´trique de ces inclusions. Nous
avons choisi d’utiliser une mode´lisation par objets implicites. Celle-ci permet en effet de
mode´liser des objets complexes par asssemblage d’un petit nombre de primitives de base,
chacune e´tant de´finie par un faible ensemble de parame`tres.
C’est donc ce contexte de recherche qui nous a amene´ a` travailler sur la mode´lisation
par surfaces implicites. Les travaux de´veloppe´s sont pre´sente´s dans un cadre plus ge´ne´ral
que la seule re´solution du proble`me inverse en tomographie optique. Ainsi, les travaux
portant sur l’intersection des rayons lumineux avec des surfaces implicites, ne´cessaire a`
l’utilisation du path tracing pour la me´thode de Monte-Carlo, sont applicables dans le
domaine plus ge´ne´ral de la visualisation de primitives implicites. De meˆme les travaux
mene´s dans le domaine de l’assemblage d’objets implicites pre´sentent un inte´reˆt certain










Ce chapitre pre´sente les contributions de cette the`se apporte´es dans les domaines de
la mode´lisation, de la visualisation et de l’animation des surfaces implicites.
Les surfaces implicites ont prouve´ leur utilite´ en tant que repre´sentation polyvalente,
et ce dans un large domaine des disciplines graphiques incluant la vision assiste´e par
ordinateur, la mode´lisation ge´ome´trique et l’animation. Elles permettent de manipuler
simplement des surfaces e´voluant au cours du temps et dont la topologie varie de manie`re
complexe.
1.1 Motivation
La de´couverte d’une repre´sentation nume´rique satisfaisante pour repre´senter les objets
du monde re´el dans un environnement nume´rique a fait l’objet de recherches durant des
de´ce´nies. De nombreux types de repre´sentations ont e´te´ de´veloppe´s pour re´pondre a` la
varie´te´ des contraintes et des exigences demande´es. Parmi celles-ci, les repre´sentations par
maillages sont les repre´sentations les plus communes pour repre´senter les surfaces, en rai-
son de leur compacite´ et de leur simplicite´. Un grand nombre de techniques de mode´lisation
et de visualisation profitent ainsi de leurs avantages. Cependant, les repre´sentations par
maillages ont aussi leurs inconve´nients. Celles-ci ne sont qu’une repre´sentation line´aire par
morceaux de la surface qu’elles repre´sentent, et la mode´lisation d’une surface lisse avec une
pre´cision suffisante ne´cessite souvent une tesselation fine des polygones. Pour compenser
la continuite´ C0 de la surface, les normales en chaque sommet du maillage sont souvent
incluses dans les donne´es du maillage puis interpole´es sur chaque face, une approxima-
tion qui peut se re´ve´ler eˆtre tre`s grossie`re dans certains cas. Enfin ces repre´sentations,
comme toutes les repre´sentations parame´triques, permettent la mode´lisation d’objets non-
manifolds. Les surfaces repre´sente´es ainsi peuvent donc s’auto-intersecter ou pre´senter des
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caracte´ristiques incompatibles avec les objets du monde re´el.
En revanche, les surfaces implicites repre´sentent les objets qu’elles mode´lisent de fac¸on
volumique. Elles forment ainsi une classification de l’espace en deux re´gions : l’espace situe´
a` l’inte´rieur de l’objet et celui situe´ a` l’exte´rieur. La surface situe´e a` la frontie`re de ces
deux zones est alors manifold. Les informations de topologie de l’objet sont contenues
implicitement dans cette repre´sentation volumique et ne ne´cessitent pas de gestion expli-
cite, au contraire des repre´sentations par maillage. C’est pour cette raison que les surfaces
implicites sont capables de repre´senter tre`s simplement des objets dont la surface et la
topologie sont dynamiques. Elles sont ainsi tre`s adapte´es a` la mode´lisation de fluides vis-
queux, par exemple des vagues d’eau s’e´chouant sur la berge.
Cependant les repre´sentations volumiques des surfaces implicites ont aussi leurs de´fauts.
De par leur nature implicite, il est difficile d’extraire la surface qu’elles repre´sentent. Ceci
rend leur visualisation peu aise´e. Les algorithmes de visualisation de surfaces implicites,
par raste´risation ou lancer de rayon, sont ainsi bien moins rapides que leurs e´quivalents
sur les maillages. En outre, leur utilisation en mode´lisation ge´ome´trique est peu intuitive.
Les techniques de composition de surfaces implicites connues jusqu’alors sont difficilement
controˆlables. Il est donc ardu d’ajouter des de´tails sur les surfaces et la re´alisation d’ob-
jets complexes compose´s de milliers de primitives de tailles diffe´rentes est tout simplement
impraticable. Enfin leur couˆt d’e´valuation est ge´ne´ralement e´leve´, ce qui empeˆche leur uti-
lisation dans les applications temps re´el ne´cessitant un grand nombre d’e´valuations, par
exemple en animation. L’objectif de cette the`se est d’aborder certains de ces proble`mes
et de faire avancer l’e´tat de l’art dans les domaines de la mode´lisation, la visualisation et
l’animation des surfaces implicites.
La plupart des algorithmes pre´sente´s dans ce document ont e´te´ imple´mente´s en exploi-
tant la puissance des cartes graphiques (e´galement appele´es GPU de l’anglais Graphics
Processing Unit) de la dernie`re ge´ne´ration. Les cartes graphiques ont e´te´ introduites en
1996 pour acce´le´rer le processus de raste´risation des triangles dans les applications de
visualisation 3D. Les performances et les capacite´s des GPUs furent ensuite ame´liore´es
d’anne´e en anne´e pour re´pondre aux besoins de l’industrie graphique, principalement dans
le secteur des jeux vide´os. Une premie`re e´volution fut l’inte´gration du calcul de transfor-
mation et d’e´clairage (T&L) sur les GPUs en 1999. Deux anne´es plus tard, l’introduction
des unite´s programmables appele´es Shaders permit l’arrive´e d’architectures plus flexibles.
Les architectures unifie´es d’aujourd’hui permettent ainsi de programmer totalement les
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GPUs afin d’effectuer des traitements ge´ne´riques [PF05].
1.2 Re´sume´ des contributions
L’objectif de cette the`se a e´te´ de de´velopper un ensemble de techniques permettant
de rendre plus simple et plus robuste la mode´lisation ge´ome´trique par surfaces implicites.
Les contributions re´alise´es sont les suivantes :
Hie´rarchie de volumes englobants redimensionne´s : Le lancer de rayon est l’une
des techniques les plus polyvalentes pour la visualisation de surfaces. Afin de re´duire la
complexite´ de calcul d’une intersection, il est courant de structurer les donne´es des sur-
faces de manie`re hie´rarchique selon des crite`res de segmentation ou de partition spatiale.
Une nouvelle structure de donne´e adapte´e aux surfaces implicites a` support compact (les
plus utilise´es en pratique) est pre´sente´e. Celle-ci permet d’ame´liorer l’efficacite´ des calculs
d’intersection par rapport au structures de donne´es existantes.
Ope´rateurs de me´lange controˆle´s par le gradient : La mode´lisation ge´ome´trique
par surfaces implicites est ge´ne´ralement re´alise´e par agre´gation d’objets ge´ome´triques
simples. Ceux-ci sont combine´s entre eux de manie`re a` re´aliser de nouvelles surfaces im-
plicites. Les fonctions de composition utilise´es jusqu’alors pour re´aliser ces combinaisons
posse`dent un certain nombre de de´fauts qui rendent difficile la mode´lisation pre´cise d’un
objet complexe. En utilisant les informations de gradient des primitives implicites, il de-
vient possible de supprimer les de´fauts des ope´rateurs de compositions et ce de manie`re
automatique. Ces informations de gradient peuvent e´galement eˆtre utilise´es pour augmen-
ter la varie´te´ des compositions re´alisables.
Animation de maillages par surfaces implicites : Les repre´sentations par mail-
lage sont tre`s souvent utilise´es en animation. Lorsque la topologie de l’objet a` animer
ne change pas, il suffit en effet de de´placer les sommets du maillage pour animer celui-
ci. En revanche, les de´formations a` effectuer sont souvent complexes et les techniques
connues ne´cessitent bien souvent l’intervention d’un infographiste a priori ou a posteriori
pour obtenir un re´sultat convaincant. Il est par contre aise´ de de´former un ensemble de
surfaces implicites par utilisation d’ope´rateurs de composition ade´quats. En re´alisant un
prototype de l’objet a` de´former en un nombre limite´ de surfaces implicites, il devient alors
possible de cre´er un mode`le de de´formation du maillage, les de´formations applique´es au




Les chapitres suivants pre´sentent les travaux re´alise´s durant cette the`se. Le Chapitre 2
introduit les pre´requis ne´cessaires a` la compre´hension de la premie`re contribution : une
nouvelle structure de segmentation spatiale adapte´e aux primitives implicites a` support
compact permettant d’acce´le´rer les tests d’intersection et de visualiser en temps re´el un
grand nombre de primitives implicites, pre´sente´e au Chapitre 3. Le Chapitre 4 introduit
les notions avance´es de compositions de surfaces implicites et explique les limitations des
ope´rateurs de composition actuels. La seconde contribution de cette the`se pre´sente´e au
Chapitre 5 consiste en de nouveaux ope´rateurs de composition de surfaces implicites.
Ceux-ci ne souffrent pas des de´fauts des ope´rateurs existants et permettent de faciliter la
mode´lisation ge´ome´trique d’objets complexes par des primitives implicites. Ces ope´rateurs
sont utilise´s dans le Chapitre 6 afin d’animer des maillages. La troisie`me contribution
pre´sente´e dans ce chapitre est en effet une technique d’animation de maillages utilisant





2De´finition et rendu des surfaces
implicites
Ce chapitre pre´sente les de´finitions de base des surfaces implicites et re´fe´rence les
diffe´rentes techniques de visualisation existantes. Les proprie´te´s avance´es des surfaces
implicites sont introduites au Chapitre 4, mais ne sont pas ne´cessaires a` la compre´hension
de la premie`re contribution de cette the`se concernant l’affichage en temps interactif d’un
grand nombre de surfaces implicites, pre´sente´e au Chapitre 3.
2.1 Introduction et de´finitions
La mode´lisation d’ objets ge´ome´triques tridimensionnels complexes est souvent re´alise´e
par agre´gation de primitives simples, points, lignes ou polygones. Les repre´sentations
discre`tes d’objets par maillage consistent ainsi pour la plupart en un assemblage d’un
grand nombre de triangles ou de quadrilate`res. Ces repre´sentations sont tre`s utilise´es car
elles permettent d’obtenir les meilleures performances d’affichage, mais sont complexes
a` de´former de fac¸on pre´cise et intuitive, notament lors des changements de topologie de
l’objet a` mode´liser. De manie`re ge´ne´rale, la mode´lisation d’objets dynamiques dont la
topologie varie au cours du temps, par exemple des fluides, est un proble`me difficile. Les
repre´sentation classiques par maillage ne sont pas adapte´es a` ce type de surfaces, en rai-
son des informations de connexite´ qu’elles inte`grent et qu’il est peu aise´ de mettre a` jour
lorsque les configurations topologiques changent.
Une me´thode alternative de mode´lisation est base´e sur l’utilisation de champs poten-
tiels.
De´finition 1 Un champ potentiel f : E3 → R est une fonction qui associe une valeur de
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potentiel f(p) a` chaque point p de l’espace euclidien.
Pour chaque champ potentiel et chaque nombre re´el C, il est possible de de´finir un
volume correspondant a` l’ensemble des points dont la valeur du champ est supe´rieure ou
e´gale a` C. Cette de´finition du volume est alors implicite en ce sens qu’elle donne un moyen
de tester l’appartenance de tout point a` ce volume sans indiquer explicitement l’ensemble
des points qu’il contient.
De´finition 2 Soit un champ potentiel f : E3 → R et C ∈ R. Le volume implicite de´fini
par le couple (f, C) est l’ensemble V = {p ∈ E3 | f(p) ≥ C}.
De la meˆme manie`re, il est possible de de´finir des surfaces de fac¸on implicite en
conside´rant les points situe´s a` la frontie`re d’un volume implicite.
De´finition 3 Soit un champ potentiel f : E3 → R et C ∈ R. La surface implicite
de´finie par le couple (f, C) est l’ensemble S = {p ∈ E3 | f(p) = C}. Celle-ci est ap-
pele´e l’ isosurface de f de valeur C.
Le principal inte´reˆt de cette repre´sentation est qu’il est possible de fusionner plusieurs
surfaces implicites en re´alisant des compositions de leurs champs potentiels respectifs. Di-
verses transitions peuvent eˆtre re´alise´es entre les objets en fonction de l’ope´rateur de com-
position utilise´. Les premiers travaux se contentent de re´aliser la somme de tous les champs
potentiels de manie`re a` raccorder de fac¸on lisse les primitives implicites [WMW86, Bli82].
L’apparence des raccords entre primitives est alors uniquement controˆlable par les pa-
rame`tres de´finissant les champs potentiels.
Cette repre´sentation est efficace pour la mode´lisation de fluides car elle ne contient au-
cune information de connexite´ interne. Typiquement, de telles surfaces de´formables sont
mode´lisables simplement par un grand nombre de primitives implicites simples appele´es
metaballs [Blo97b] (cf. Figure 2.1).
Une metaball i est un champ potentiel radial centre´ en un point pi. Ce champ est de´crit
par une fonction de densite´ fi qui de´croˆıt quand on s’e´loigne de pi. Les lignes de champ
d’une telle fonction sont illustre´es en Figure 2.1. Les lignes de champ correspondent a`
des ensembles de points de meˆme valeur de potentiel et sont circulaires dans le cas d’une
metaball a` 2 dimensions ou sphe´riques en 3D. Le champ potentiel g ge´ne´re´ par N metaballs






2.1. Introduction et de´finitions
Figure 2.1 – Illustration des lignes de champs d’une metaball en 2D.
Figure 2.2 – Exemple de mode´lisation d’objets dynamiques a` topologie variable a` base
de metaballs (Source : http ://www.planit3d.com)
L’objet mode´lise´ par ces metaballs est repre´sente´ par la surface obtenue a` la re´solution
de l’e´quation
g(x) = C
pour une certaine isovaleur C choisie. Autrement dit, visualiser l’objet revient a` visualiser
l’isosurface du champ potentiel g de valeur C.
La metaball originale cre´e par Blinn [Bli82] est obtenue en de´finissant les fonctions de
densite´ fi par des gaussiennes :
fi(x) = e
−Ri‖x‖2 .







si ‖ x− pi ‖ ≤ Ri
0 autrement.
(2.1)
Plus la valeur de α est e´leve´e, plus la surface ge´ne´re´e est lisse. Au contraire des metaballs
de Blinn, ces fonctions de densite´ ont un support compact.
De´finition 4 Une primitive implicite est a` support compact s’il existe un volume com-
pact V de E3 en dehors duquel son champ potentiel est constant et de valeur nulle.
Le champ potentiel d’une primitive a` support compact est en ge´ne´ral de´fini de fac¸on a`
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prendre ses valeurs dans l’interavalle [0; 1]. L’isovaleur C ge´ne´rant la surface observe´e est
e´galement prise dans cet intervalle, en ge´ne´ral e´gale a` 1
2
. Ces primitives sont ge´ne´ralement
obtenues a` partir d’un objet ge´ome´trique simple, point (dans le cas des metaballs), ligne,
ou polygone, appele´ squelette. Le champ potentiel f est alors exprime´ comme une fonction
de la distance au squelette S :
f : E3 → R
p 7→ fd(d(p, S))
ou` d est la distance euclidienne du point p au squelette S. fd est de´finie de manie`re
a` limiter le support du champ potentiel a` un certain rayon R autour du squelette. Ainsi
fd(r) = 0 pour tout r ≥ R. De fac¸on a` minimiser les oscillations du champ potentiel, la
variation de fd doit eˆtre uniforme sur [0;R]. Sa valeur est donc maximale en r = 0 et elle
de´croˆıt sur [0;R].
La surface est donc de´finie par l’ensemble des points p tels que d(p, S) = f−d 1(C) et le
volume par l’ensemble des points p tels que d(p, S) < f−1d (C).
L’influence limite´e des primitives a` support compact est un avantage en terme de
mode´lisation. En effet, l’ajout d’une primitive n’a alors qu’une influence locale sur l’objet
mode´lise´, ce qui permet leur utilisation dans un processus de mode´lisation incre´mental.
En outre, cette proprie´te´ peut eˆtre utilise´e pour acce´le´rer l’e´valuation du champ potentiel
g(x) en tout point x en ignorant la contribution des primitives dont le support ne contient
pas x.
De par leur simplicite´, les metaballs permettent une mode´lisation rapide et efficace
d’objets a` topologie variable, mais leur visualisation est un proble`me difficile. En effet,
leur nature implicite empeˆche de calculer facilement l’ensemble des points appartenant a`
l’isosurface observe´e.
2.2 Me´thodes de rendu de surfaces implicites
Les techniques de rendu de surfaces implicites peuvent eˆtre classe´es en trois grandes
familles : les approches par polygonisation, les approches de rendu par points et les ap-
proches par lancer de rayons (cf. Figure 2.3).
36
2.2. Me´thodes de rendu de surfaces implicites
Figure 2.3 – Les diffe´rentes me´thodes de visualisation de surfaces implicites. (a) Poly-
gonisation. (b) Lancer de rayons. (c) Rendu par points.
2.2.1 Polygonisation des surfaces
Les techniques de visualisation par polygonisation consistent a` calculer une approxima-
tion de l’isosurface par un maillage fin. Cette surface peut alors eˆtre visualise´e en utilisant
les techniques classiques de visualisation de maillage, par raste´risation ou lancer de rayon.
L’algorithme des Marching Cubes de Lorensen et Cline [LC87] est la me´thode la plus
employe´e pour extraire l’isosurface du champ potentiel. Elle se de´compose en deux e´tapes :
1. Le champ potentiel est e´value´ a` tous les sommets d’une grille re´gulie`re.
2. Pour chaque cellule de la grille, calculer un petit ensemble de triangles qui ap-
proxime l’isosurface a` l’inte´rieur de celle-ci.
Cet algorithme s’appuie sur l’hypothe`se selon laquelle la topologie de l’isosurface a`
l’inte´rieur d’une cellule ne de´pend que de la valeur du champ potentiel en ses huit som-
mets. Plus pre´cise´ment, on e´value pour chaque sommet s’il est a` l’inte´rieur ou a` l’exte´rieur
de l’isosurface. Il y a ainsi 256 configurations possibles qui, par symme´trie, peuvent se
re´duire a` 15, et pour lesquelles on pre´calcule la triangulisation correspondante (cf. Fi-
gure 2.4). Une fois la configuration choisie, les sommets des triangles sont ramene´s sur
l’isosurface en utilisant une approximation line´aire du champ potentiel a` l’inte´rieur de la
cellule.
Re´cemment, des adaptations de cette technique a` l’architecture des GPU ont e´te´
de´veloppe´es. Yuri Uralsky [Ura06] utilise le geometry shader lors de l’e´tape de tessela-
tion des cellules. Dyken et al.[Dyk08] optimisent l’utilisation du geometry shader par
l’utilisation d’une hie´rarchie de grilles qui permet de ne ge´ne´rer que les triangles visibles.
Ces ame´liorations permettent l’utilisation des Marching Cubes dans le cadre du rendu en
temps re´el.
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Figure 2.4 – Les 15 diffe´rentes configurations possibles dans l’algorithme des Marching
Cubes.
Le principal de´faut des Marching Cubes est que le maillage obtenu est fortement
de´pendant de la re´solution d’e´chantillonnage utilise´e. Ainsi, certains de´tails ge´ome´triques
ou des petites primitives peuvent eˆtre manquantes si la re´solution de la grille est trop
faible. En outre, le couˆt d’e´valuation du champ potentiel aux noeuds de la grille peut
devenir rapidement proble´matique si la re´solution employe´e est e´leve´e. De plus, la trian-
gulation produite est ge´ne´ralement de faible qualite´.
2.2.2 Me´thodes de rendu par points
Les me´thodes de rendu par points consistent a` ge´ne´rer sur la surface a` visualiser une
population de particules espace´es de fac¸on uniforme. La surface est alors approxime´e en
ge´ne´rant un disque oriente´ en chacun des points e´chantillonne´s, et sa visualisation peut
ensuite eˆtre effectue´e par raste´risation de ces disques.
Pour s’assurer de la re´partition des particules sur la surface, celles-ci sont mises en
mouvement par un syste`me dynamique. Ce syste`me est de´fini tel que chaque particule
exerce des forces de re´pulsion sur les autres particules proches. Des contraintes sont pose´es
de fac¸on a` ce que les particules ne quittent pas la surface lors de leur de´placement.
Dans l’imple´mentation originale propose´e par Witkin et Heckbert [WH94], la popula-
tion de particules obtenue apre`s convergence du syste`me dynamique peut servir d’initiali-
sation au syste`me de particules pour l’image suivante dans le cas de surfaces implicites en
mouvement. L’exploitation de cette cohe´rence temporelle permet de re´duire le temps de
simulation du syste`me dynamique. Le nombre de particules utilise´ e´volue dynamiquement
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pour adapter l’e´chantillonnage lors d’une extension ou d’une contraction de la surface.
Le couˆt de la simulation du syste`me peut ne´anmoins s’ave´rer e´leve´, une repre´sentation
fine de la surface pouvant ne´cessiter des centaines de milliers de particules. Kooten et
al.[vKvdBT07] montrent qu’il est possible d’obtenir une visualisation en temps re´el en
utilisant le GPU lors du calcul de la simulation. Ils utilisent pour cela` une grille re´gulie`re
afin d’acce´le´rer la recherche des voisins de chaque particule.
Un des de´fauts des me´thodes de rendu par points est que des coupures peuvent ap-
paraˆıtre a` la surface, principalement sur les zones de forte courbure, en raison de l’approxi-
mation de la surface par des disques plans. Iwasaki et al.[IDYN06] utilisent la position
des particules pour calculer une triangulation de haute qualite´ de la surface implicite. La
visualisation de l’isosurface se fait alors par le maillage obtenu, ce qui permet d’e´viter les
artefacts visuels.
La surface obtenue en rendu par points est fortement de´pendante de l’e´chantillonnage
obtenu apre`s la re´alisation de la simulation de particules. Comme les me´thodes par trian-
gulation, les petits de´tails ge´ome´triques peuvent eˆtre manquants lors de la visualisation
de la surface.
2.2.3 Lancer de rayons
La visualisation par lancer de rayons consiste a` suivre le trajet inverse des rayons
lumineux qui passent par chaque pixel de l’image. Pour chacun de ces rayons, on calcule
leur premie`re intersection e´ventuelle avec la surface, le point calcule´ e´tant ainsi le premier
point de la surface vu par le pixel correspondant. Une des grandes forces de cet algorithme
est qu’il est possible de lancer d’autres rayons a` partir de ce point (appele´s rayons secon-
daires) pour calculer des effets optiques secondaires complexes, par exemple des ombres
ou des re´flexions. Cette capacite´ est au coeur des algorithmes de visualisation par Monte
Carlo ([Kaj86]).
Lors de l’utilisation de la technique de lancer de rayons pour la visualisation de surfaces
implicites, deux difficulte´s entrent en jeu : le calcul de l’intersection des rayons avec
la surface et l’e´valuation efficace du champ potentiel pour satisfaire aux contraintes de
visualisation en temps re´el.
39
Chapitre 2. De´finition et rendu des surfaces implicites
Calcul de l’intersection avec l’isosurface
De nombreuses me´thodes pour e´valuer l’intersection d’un rayon avec une surface im-
plicite ont e´te´ de´veloppe´es. La technique de base appele´e Ray marching consiste a` e´valuer
le champ potentiel en des points successifs e´chantillonne´s re´gulie`rement le long du rayon.
Un intervalle contenant la premie`re intersection est trouve´ de`s qu’un changement de signe
du champ potentiel est de´tecte´. Une recherche line´aire permet ensuite de trouver une
approximation tre`s pre´cise du point d’intersection.
Le choix du pas d’e´chantillonnage est primordial. En effet un pas trop grand risque
d’empeˆcher la de´tection de l’isosurface si l’objet implicite a` visualiser est trop fin. En
revanche un pas trop petit augmente inutilement le nombre d’e´valuations du champ po-
tentiel. Des me´thodes base´es sur la condition Lipschitz permettent de faire varier le pas
d’e´chantillonnage au cours de l’algorithme tout en garantissant la de´tection de la sur-
face (Hart [Har93], Stander [SH94]). Toutefois, ces me´thodes ne´cessitent que le champ
potentiel soit une application Lipschitzienne :
∃L ∈ R,∀(x, y) ∈ R3 ×R3 |‖ f(x)− f(y) ‖≤ L ‖ x− y ‖
Dans le cas ou` l’e´quation du champ potentiel est polynomiale par morceaux, une
me´thode plus efficace propose´e par Nishita et Nakamae [NN94] est de repre´senter le champ
potentiel le long du rayon par une se´rie de courbes de Be´zier de meˆme degre´ que le
champ. Le proble`me du calcul de l’intersection avec l’isosurface devient alors le calcul
de l’intersection d’une courbe de Be´zier avec une droite. Les auteurs appliquent cette
me´thode avec succe`s dans le cas du rendu de metaballs. L’inconve´nient de cette technique
est qu’il faut segmenter les rayons de fac¸on a` ce que le champ potentiel soit polynomial
sur chaque intervalle. Dans le cas ou` le champ potentiel est ge´ne´re´ par des primitives
a` support compact, cela ne´cessite de calculer les intersections des supports avec chaque
rayon, puis de les trier le long des rayons. Kanamori et al.[KSN08] parviennent a` calculer
efficacement ces intersections en raste´risant les supports des metaballs a` l’aide du GPU.
Plusieurs passes de rendu sont effectue´es pour trier les intersection via la technique du
depth peeling. Cette dernie`re technique qui utilise le GPU est tre`s efficace et permet
d’afficher des dizaines de milliers de metaballs en temps re´el. Malheureusement, elle est
limite´e aux rayons primaires et ne peut eˆtre utilise´e pour calculer des effets secondaires
tels que des re´flexions.
Structures d’acce´le´ration
Dans le cas ou` le champ potentiel est issu de plusieurs primitives a` support compact,
il est possible d’utiliser une structure d’acce´le´ration afin de diminuer le temps ne´cessaire
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a` son e´valuation. Les structures les plus efficaces utilisent des arbres pour partitionner
l’espace ou les primitives de fac¸on hie´rarchique. Cette partition vise a` re´duire le nombre
de primitives a` prendre en compte lors de l’e´valuation du champ potentiel en un point
donne´ de l’espace. De telles structures sont courantes en lancer de rayons en raison de
leur grande efficacite´. Les plus communes sont la hie´rarchie de volumes englobants (ou
BVH ) et le kd-tree.
Une hie´rarchie de volumes englobants re´alise une partition des objets. Chaque objet
de la sce`ne est stocke´ dans une unique feuille de cette structure. Chaque noeud stocke
un objet ge´ome´trique dont le volume englobe la totalite´ des objets contenus dans ses fils.
La ge´ome´trie de ce volume doit eˆtre choisie de fac¸on a` re´aliser un compromis entre deux
objectifs. D’une part celle-ci doit eˆtre suffisament simple pour re´aliser rapidement des
tests d’intersection avec les rayons lance´s et ne pas encombrer la me´moire. D’autre part,
il est souhaitable que ces volumes soient les plus compacts possibles afin de minimiser
les tests d’intersection inutiles. La forme la plus commune est la boˆıte englobante, un pa-
ralle´le´pipe`de rectangle dont les areˆtes sont paralle`les aux axes. En effet, celle-ci est peu
couˆteuse en terme d’espace me´moire, et simple a` intersecter de manie`re robuste. Toutefois
d’autres types de volumes ont e´te´ e´tudie´s et peuvent s’ave´rer eˆtre mieux adapte´s dans
certains cas, par exemple des paralle´le´pipe`des non aligne´s aux axes [GLM96] ou des po-
lytopes [KHM+98]. Certaines autres formes ont e´te´ re´fe´rence´es dans [Hav04].
Une BVH peut-eˆtre construite rapidement de manie`re ite´rative, en divisant chaque
noeud de la hie´rarchie en deux de fac¸on re´cursive a` partir du volume englobant de toutes
les primitives. Cette division peut eˆtre re´alise´e en choisissant un plan de se´paration puis
en divisant les primitives situe´es de part et d’autre de ce plan en deux ensembles, chacun
formant l’un des deux fils du noeud courant. Ce plan de se´paration doit eˆtre choisi de
fac¸on a` minimiser le couˆt des tests d’intersection. La division doit s’arreˆter lorsque le couˆt
de traverse´e d’un noeud devient plus important que le couˆt d’intersection des primitives
qu’il contient.
L’e´valuation du couˆt des tests d’intersection est complexe. Elle peut eˆtre effectue´e
selon des me´thodes de Monte-Carlo mais cela` rend le temps de construction de la structure
prohibitif. Toutefois, celle-ci peut-eˆtre estime´e de fac¸on heuristique. L’heuristique la plus
utilise´e est base´e sur la surface des noeuds (Surface Area Heuristic ou SAH ). Celle-ci
indique que le couˆt d’intersection d’un noeud N contenant deux noeuds fils A et B est
CN = ρA × CA + ρB × CB
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ou` Ci est le couˆt de calcul d’une intersection dans le noeud i, et ρi est la probabilite´
qu’un rayon intersecte le noeud i sachant qu’il intersecte son noeud parent. ρi est estime´
par le rapport Ai/AN de la surface du volume englobant du noeud i sur la surface du vo-
lume englobant du noeud parent N . On conside`re habituellement que Ci est directement
proportionnel au nombre de primitives : Ci = O(n).
Dans [Wal07], Wald propose de choisir le plan de se´paration parmis les plans aligne´s
aux axes. En utilisant une strate´gie de type binning, il est possible de tester de nombreux
plans de se´paration et d’e´valuer la SAH correspondante tre`s rapidement. Ceci permet de
construire une BVH sur des centaines de milliers de primitives en quelques dizaines de
millisecondes. Cet algorithme a e´te´ porte´ sur GPU par [LGS+09], ce qui re´duit son temps
de construction d’environ 50%.
Un kd-tree est une structure partitionnant l’espace de manie`re hie´rarchique. Chaque
noeud divise l’espace en deux volumes disjoints via un plan de se´paration aligne´ aux axes.
Les feuilles de cet arbre contiennent toutes les primitives qu’elles intersectent.
Tout comme une BVH, la construction d’un kd-tree peut eˆtre re´alise´e par divisions
re´cursives du noeud initial contenant toutes les primitives. Le plan de se´paration doit eˆtre
choisi de manie`re a` minimiser les couˆt d’intersection, qui peuvent eˆtre approxime´s par la
SAH. La me´thode propose´e par Wald et Havran dans [WH06] est analogue a` la me´thode
pre´sente´e plus haut faisant appel au binning des primitives ([Wal07]).
Le principal avantage du kd-tree sur la BVH est que le non-recouvrement des noeuds
d’un meˆme niveau permet de re´aliser des tests d’intersection en ge´ne´ral plus rapidement.
En effet, si les noeuds sont parcourus dans l’ordre de leur traverse´e, la traverse´e de l’arbre
peut s’arreˆter de`s qu’une intersection est trouve´e dans une feuille, ce qui ne peut pas eˆtre
garanti lorsque l’on utilise une BVH.
La profondeur d’un kd-tree est en ge´ne´ral plus importante que celle d’une BVH, ce
qui a pour conse´quence un couˆt de construction plus e´leve´. Toutefois, dans [ZHWG08],
les auteurs montrent que la construction du kd-tree sur GPU peut eˆtre re´alise´e en temps
re´el pour des sce`nes contenant quelques dizaines de milliers de primitives.
Un autre inconve´nient du kd-tree est que ses noeuds peuvent contenir beaucoup d’es-
pace vide si les primitives sont relativement e´loigne´es les unes des autres, surtout au de´but
de la hie´rarchie. Pour ame´liorer l’efficacite´ de la traverse´e, Havran [HHS06] propose d’uti-
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liser des plans de se´paration supple´mentaires visant a` isoler l’espace vide pour les noeuds
situe´s sur les premiers niveaux de la hie´rarchie. Malgre´ les niveaux supple´mentaires intro-
duits, cette technique se montre efficace pour re´duire les couˆts des tests d’intersection. Il
faut toutefois 5 a` 6 plans supple´mentaires pour arriver au niveau de pre´cision d’une boˆıte
englobante, ce qui peut engendrer des branchements non de´sirables lors d’une utilisation
sur des architectures paralle`les telles que les GPU.
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3Visualisation d’un grand nombre de
surfaces implicites en temps re´el
Ce chapitre pre´sente la premie`re contribution de cette the`se dans le domaine du rendu
d’un grand nombre de surfaces implicites en temps interactif. Nous nous focalisons dans
ce chapitre sur les metaballs a` support compact de´finies par l’ Equation 2.1 du Chapitre 2,
mais les techniques que nous avons de´veloppe´es sont compatibles avec tout type de pri-
mitive a` support compact. Notre technique de rendu, pre´sente´e dans la section suivante,
est base´e sur le lancer de rayon. Il s’agit en effet de la me´thode permettant d’obtenir
la meilleure pre´cision de rendu (les me´thodes de polygonisation et de rendu par points
peuvent manquer certains de´tails, cf. Section 2.2) et elle est, de plus, suffisament ge´ne´rique
pour ge´rer de manie`re uniforme les effets graphiques avance´s (re´flexions, ombres, etc.).
Dans la section finale, nous discutons des de´tails de notre imple´mentation utilisant a` la
fois CPU et GPU et des re´sultats que nous avons obtenus.
3.1 Contributions
Nos travaux de recherche se sont focalise´s sur l’adaptation et l’ame´lioration des struc-
tures d’acce´le´ration existantes aux primitives implicites. Nous pre´sentons tout d’abord le
test d’intersection rayon/isosurface utilise´, puis nous montrons comment utiliser efficace-
ment ces structures d’acce´le´ration pour le rendu de surfaces implicites.
3.1.1 Test d’intersection
Notre me´thode de de´tection d’une intersection entre un rayon et l’isosurface se de´roule
en deux e´tapes. Tout d’abord, nous recherchons un intervalle [a; b] le long du rayon conte-
nant uniquement la premie`re intersection. Ensuite, nous re´duisons cet intervalle via la
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me´thode de la se´cante [MKF+04, NMHW02] jusqu’a` atteindre une pre´cision suffisante.
La me´thode de la se´cante converge toujours si l’intervalle initial ne contient qu’une inter-
section.
Le proble`me revient donc a` trouver un tel intervalle. Pour cela`, nous supposons que
dans l’e´ventualite´ ou` le rayon intersecte la surface, celui-ci passe a` proximite´ du centre
pi d’une metaball. Ainsi, le champ potentiel au point pmi , projection de pi sur le rayon,
est positif. Nous fixons alors b au premier des pmi rencontre´s par le rayon ou` le champ
potentiel est positif et a a` l’origine du rayon. Si f(pmi) < 0 pour tout i, nous conside´rons
que le rayon n’intersecte pas la surface en raison de notre hypothe`se.
Nous avons constate´ que notre hypothe`se e´tait ve´rifie´e pour la plupart des rayons.
Cependant, elle peut devenir fausse pour certains rayons proches du plan tangent a` la
surface, et ainsi certains rayons sont de´tecte´s comme n’intersectant pas la surface a` tort.
Cependant, nous avons constate´ que ces rayons tangents a` la surface ne cre´ent pas d’ar-
tefacts visuels, d’autant plus que des milieux denses en metaballs limitent l’apparition de
silhouettes.
Une fois le point d’intersection calcule´, nous obtenons la normale a` la surface en ce
point de manie`re standard, en calculant le gradient du champ potentiel.
3.1.2 Adaptation de la BVH
Les metaballs e´tant des primitives implicites a` support compact, il est judicieux d’uti-
liser une structure d’acce´le´ration, pour rendre les calculs d’intersection plus rapides. Nous
avons choisi d’utiliser une BVH pour sa rapidite´ de construction et sa capacite´ a` isoler
efficacement les zones d’espace vide.
Cependant, l’utilisation d’une BVH sur des primitives implicites a` support compact
ne´cessite certaines pre´cautions. En effet, une BVH classique construite sur les supports des
primitives implicites ne fonctionne pas car certaines primitives hors d’un noeud peuvent
ne´anmoins avoir de l’influence sur l’isosurface contenue a` l’inte´rieur de ce noeud. Nous
appelons de telles primitives des primitives de split :
De´finition 5 (Primitive de split) Une primitive de split d’un noeud N est une pri-




Pour rendre la BVH fonctionnelle, il est ne´cessaire et suffisant que chaque feuille
contienne les informations de ses primitives de split. Ces informations peuvent eˆtre ge´ne´re´es
aise´ment durant la construction de la structure.
Nous construisons notre BVH comme une BVH classique, a` partir de sa racine. Comme
dans [Wal07], pour chaque noeud nous e´valuons plusieurs plans de se´paration de fac¸on
efficace en utilisant la me´thode du binning. Le meilleur plan de se´paration est estime´ par
e´valuation d’une SAH. Le couˆt d’intersection estime´ dans le cas ou` le noeud est subdivise´
est ensuite compare´ au couˆt d’intersection estime´ en transformant ce noeud en feuille afin
de de´cider de l’arreˆt ou non de la proce´dure de subdivision re´cursive. A chaque fois qu’un
noeud est divise´ en deux, nous e´valuons puis stockons dans chaque fils les metaballs de
split correspondantes. Pour cela, nous parcourons pour chaque fils les metaballs de split
de leur noeud parent et les metaballs de l’autre fils. Si le support d’une de ces metaballs
intersecte le support d’une metaball du noeud fils, nous l’ajoutons a` la liste des metaballs
de split de ce noeud fils (cf. Algorithme 1).
Algorithm 1: Construction d’une BVH pour des metaballs
1: BuildNode(nodeMballs, splitMballs, nodeBbox) {
2: find best splitting plane s for nodeBbox using binning
3: leftChildMballs, rightChildMballs ← ∅
4: leftChildBbox, rightChildBbox ← emptyBbox
5: for each i in nodeMballs do
6: if pi is at the left of s then
7: leftChildMballs ← leftChildMballs ∪ {i}
8: leftChildBbox ← leftChildBbox ∪ bbox(i)
9: else
10: rightChildMballs ← rightChildMballs ∪ {i}
11: rightChildBbox ← rightChildBbox ∪ bbox(i)
12: end if
13: end for
14: leftSplitMballs ← ∅
15: for each i in splitMballs ∪ rightChildMballs do
16: if i overlaps the bounding sphere of any j ∈ leftChildMballs then
17: leftSplitMballs ← leftSplitMballs ∪ {i}
18: end if
19: end for
20: BuildNode(leftChildMballs, leftSplitMballs, leftChildBbox)
21: execute the instructions 14− 20, but for the right node }
La BVH acce´le`re les tests d’intersection en re´duisant le nombre de primitives utilise´es
lors du calcul de l’intersection : lorsque nous recherchons une intersection dans une feuille,
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nous explorons uniquement les projections pmi de chaque metaball i appartenant a` cette
feuille et utilisons uniquement les metaballs et metaballs de split de la feuille pour calculer
le champ potentiel de la feuille en tout point. Remarquons qu’il est inutile de tester la
valeur du potentiel aux projections pmj des metaballs de split j car elles appartiennent a`
d’autres feuilles qui seront explore´es si ne´cessaire.
Les re´sulats obtenus pre´sente´s en section 3.1.4 montrent que la BVH est une structure
permettant d’acce´le´rer efficacement le rendu. Cependant celle-ci perd de son efficacite´
lorsque la re´partition des primitive est dense. En effet, du fait de la possibilite´ de recou-
vrement des feuilles, la meˆme intersection peut eˆtre calcule´e plusieurs fois. Ceci devient
proble´matique lorsque la densite´ des primitives est importante car chaque feuille posse`de
alors de nombreuses primitives de split qui augmentent la complexite´ du calcul du champ
potentiel. L’e´volution que nous proposons permet de s’affranchir de ce proble`me.
3.1.3 Hie´rarchie de Volumes Englobants Redimensionne´e
Nous avons de´veloppe´ une nouvelle structure d’acce´le´ration baptise´e Hie´rarchie de
Volumes Englobants Redimensionne´e (alias FBVH - Fitted Bounding Volumes Hierarchy)
re´duisant le nombre de tests d’intersection redondants pre´sents lors de l’utilisation d’une
BVH classique comme indique´ dans la section pre´ce´dente.
De´finition 6 (FBVH) Une FBVH est un arbre binaire dans lequel les boˆıtes englo-
bantes de deux noeuds fils de´finissent une partition de la surface englobe´e par leur parent.
Contrairement a` une BVH, les noeuds du meˆme niveau de cet arbre ne se superposent
pas.
Le fait que les noeuds d’un meˆme niveau ne se croisent pas permet d’optimiser la
traverse´e de la structure lors de l’e´valuation d’une intersection. En effet, on peut arreˆter
le parcours de l’arbre de`s qu’une intersection est trouve´e, a` la manie`re d’un kd-tree. Ceci
permet de supprimer tous les tests redondants pre´sents avec une BVH.
Les noeuds d’une FBVH ne correspondent plus au volume englobant des primitives
qu’ils contiennent. A la place, il de´terminent une re´gion de l’espace qui contient une por-
tion de la surface ge´ne´re´e par leurs metaballs et leurs metaballs de split. Il n’y a donc plus
de re´elle diffe´rence entre les metaballs et les metaballs de split d’un noeud : l’union des
deux de´finit l’ensemble des metaballs dont le support intersecte la boˆıte englobante du
noeud. Toutefois, nous continuons a` faire la distinction entre ces deux ensembles car elle
est ne´cessaire lors de la construction de la structure.
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Cette nouvelle structure ressemble a` un kd-tree de par sa construction et sa traverse´e.
La principale diffe´rence entre les deux structures est la pre´sence d’une boˆıte englobante a`
chaque noeud, qui permet d’englober pre´cise´ment la surface des supports des primitives
implicites lorsque celles-ci sont e´parses. Ceci est essentiel car le couˆt d’intersection est
e´leve´, comme pre´cise´ dans la Section 3.1.3. L’espace vide pre´sent dans les noeuds d’un kd-
tree peut eˆtre re´duit en ajoutant des plans de se´paration supple´mentaires, comme indique´
en Section 2.2.3. Mais cela augmente le nombre de niveaux pre´sents dans la hie´rarchie ce
qui est susceptible de provoquer des branchements supple´mentaires lors du parcours de
la structure.
Construction d’une FBVH
La construction d’une FBVH est proche de celle d’une BVH. La principale diffe´rence
se caracte´rise par la pre´sence d’une e´tape de redimensionnement des boˆıtes englobantes a`
la cre´ation des noeuds. Lors de la division d’un noeud, nous calculons une premie`re boˆıte
englobante pour chaque noeud fils obtenue en divisant la boˆıte englobante du noeud au
niveau du plan de se´paration (cf. Figure 3.1 (a)). Ensuite, nous distribuons les metaballs
du noeud a` son fils gauche ou son fils droit en fonction de leur position relative au plan
de se´paration, puis nous calculons les metaballs de split des deux fils. Pour cela` nous
parcourons l’ensemble des metaballs de split du noeud parent et des metaballs du fils
droit et nous ajoutons celles dont le support intersecte le fils gauche a` ses metaballs de
split et nous re´pe´tons l’ope´ration pour le fils droit (cf. Algorithme 2).
(a) (b) (c)
Figure 3.1 – Lors de la division d’un noeud, nous calculons les boˆıtes englobantes des
metaballs et des metaballs de split (b). En calculant leur intersection avec les boˆıtes
englobantes initiales (a), nous obtenons leurs nouvelles boˆıtes englobantes (c).
Nous passons ensuite a` l’e´tape de redimensionnement des noeuds fils. Celle-ci est
re´alise´e en calculant la boˆıte englobante de l’union des metaballs et des metaballs de
split de chaque fils (cf. Figure 3.1 (b)). L’intersection des boˆıtes obtenues et des boˆıtes
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Algorithm 2: Construction d’une FBVH
1: BuildNode(nodeMballs, splitMballs, nodeBbox) {
2: find best splitting plane s for nodeBbox using binning
3: leftChildMballs ← ∅, rightChildMballs ← ∅
4: leftChildBbox ← nodeBbox.splitLeftAlong(s)
5: rightChildBbox ← nodeBbox.splitRightAlong(s)
6: leftMballBbox ← emptyBbox
7: rightMballBbox ← emptyBbox
8: for each i in nodeMballs do
9: distribute i to either the left or right child node and update left and right
metaball bounding boxes accordingly as in Algorithm 1
10: end for
11: leftSplitMballs ← ∅
12: for each i in splitMballs ∪ rightChildMballs do
13: if i overlaps leftChildBbox then
14: leftSplitMballs ← leftSplitMballs ∪ {i}
15: leftMballBbox ← leftMballBbox ∪ bbox(i)
16: end if
17: end for
18: leftChildBbox ← leftChildBbox ∩ leftMballBbox
19: BuildNode(leftChildMballs, leftSplitMballs, leftChildBbox)
20: execute the instructions 11− 19, but for the right node }
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englobantes initiales permet d’obtenir une nouvelle boˆıte englobante pour les noeuds fils
(cf. Figure 3.1 (c)).
SAH
Nous proposons une nouvelle heuristique du couˆt d’intersection adapte´e a` notre test
d’intersection pre´sente´ en 3.1.1. Habituellement, le couˆt d’intersection d’une surface ge´ne´re´e
par un objet ge´ome´trique est le meˆme dans chaque noeud, d’ou` Ci = O(n), ou` n est le
nombre de primitives du noeud i. Cependant ceci n’est pas ve´rifie´ dans le cas de primitives
implicites e´tant donne´ que le couˆt d’e´valuation du champ potentiel de´pend du nombre de
primitives dans la feuille courante.
Lorsque nous recherchons une intersection dans une feuille, nous calculons les projec-
tions de tous les centres des metaballs de la feuille. Nous e´valuons le champ potentiel en
ces points, et chacune de ces e´valuations est re´alise´e en O(n) ope´rations, n e´tant le nombre
de primitives de la feuille. De ce fait, la recherche de l’intervalle initial contenant l’inter-
section est re´alise´e en O(n2) operations. Puis nous re´alisons la me´thode de la se´cante afin
d’isoler l’intersection. On peut supposer que le nombre d’ope´rations ne´cessaires a` cette
deuxie`me e´tape est constant pour atteindre une pre´cision donne´e. Nous conside´rons donc
qu’elle est re´alise´e en O(n).
Cette analyse nous permet de de´duire que le couˆt d’intersection d’une feuille devrait
eˆtre :
Ci = n
2 + λ× n
ou` n2 correspond a` la recherche de l’intervalle de base et λ×n a` la me´thode de la se´cante.
La valeur de λ est difficile a` de´terminer ; elle de´pend du nombre d’e´tapes ne´cessaires a` la
convergence de l’algorithme. Cependant, il est clair que le terme en n2 est dominant dans le
cas de feuilles contenant beaucoup de metaballs (ce qui est le cas pour des ensembles denses
de metaballs). Ainsi, nous pouvons fixer λ = 0 dans ces situations. Expe´rimentalement,
nous avons observe´ que ne´gliger λ × n dans tous les cas et fixer Ci = n2 n’avait pas de
re´el impact ne´gatif sur le temps de construction de la structure ou le temps de rendu.
3.1.4 Optimisations
Quelques optimisations de la structure peuvent eˆtre re´alise´es, permettant d’en aug-
menter encore l’efficacite´. Nous pre´sentons ici deux ame´liorations simples a` mettre en
oeuvre et qui se montrent efficaces en pratique.
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Calcul des boˆıtes englobantes
Lorsque nous calculons la boˆıte englobante d’un ensemble de metaballs, nous construi-
sons la boˆıte de taille minimale qui englobe les supports des primitives. Bien que robuste
et simple a` mettre en oeuvre, cette fac¸on de proce´der n’est pas optimale car l’isosurface
observe´e se trouve ge´ne´ralement a` une certaine distance de la frontie`re des supports. Il est
donc possible de calculer une meilleure boˆıte englobante, dont les faces sont plus proches
de l’isosurface, et qui garantirait de meilleures performances en re´duisant le nombre de
tests d’intersection effectue´s dans les feuilles de la structure.
Figure 3.2 – La boˆıte englobante des supports des metaballs n’est ge´ne´ralement pas
celle qui encapsule de plus pre`s la surface.
Nous redimensionnons les boˆıtes englobantes des noeuds de manie`re conservative en
proce´dant de la fac¸on suivante. L’isosurface est au plus pre`s de la frontie`re du support










Cette somme est majore´e par la valeur nfK(r) ou` K est la primitive de rayon maximal
appartenant au noeud. Ainsi, nous pouvons calculer une borne supe´rieure pour r :









Nous pouvons donc conside´rer que le volume englobant de chaque metaball i se limite
a` une sphe`re de rayon ri = min(Ri, rmax) lors du calcul du volume englobant d’un groupe
de metaballs.
Suppression des primitives de split inutiles
Les metaballs de split d’un noeud de la FBVH sont les primitives dont le support
intersecte la boˆıte englobante de ce noeud. Cependant, certaines de ces primitives peuvent
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Figure 3.3 – Certaines metaballs de split dont le support (en rouge) intersecte un noeud
de ge´ne`rent pas de surface (en vert) qui intersecte ce noeud. Il est donc inutile de les stocker
dans ce noeud. En revanche, il est ne´cessaire de stocker toute metaball qui contribue a` la
surface englobe´e par ce noeud.
ne pas agir sur l’isosurface englobe´e par le noeud. C’est le cas si pour tout point x du
support appartenant au noeud, le champ potentiel f(x) est infe´rieur a` l’isovaleur T (cf.
Figure 3.3). Il est donc possible d’ignorer ces primitives lors de l’e´valuation du champ
potentiel, ce qui permet d’acce´le´rer son e´valuation. Concreˆtement, il suffit de les retirer
de la liste des metaballs de split du noeud pour obtenir le re´sultat souhaite´.
L’identification de toutes les primitives de split pouvant eˆtre supprime´es de cette
manie`re est difficile en raison de leur nature implicite. Cependant, il est possible de re´aliser
des tests conservatifs permettant d’en e´liminer la plupart. Pour toute primitive de split i
nous ve´rifions :
— que la sphe`re centre´e a` pi et de rayon rmax (cf. Equation 3.1) n’intersecte pas la
boˆıte englobante du noeud.
— que pour toute autre metaball j du noeud,
‖ pi − pj ‖≥ Ri + rmax.
Ceci garantit que la metaball i n’influence aucune surface ge´ne´re´e par une autre
metaball du noeud.
Si ces deux tests sont re´ussis, cela signifie que la primitive i peut eˆtre retire´e de
l’ensemble des primitives de split du noeud sans aucune conse´quence sur la visualisation
de l’isosurface.
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3.2 Imple´mentation et Re´sultats
3.2.1 Imple´mentation
Nous avons e´crit notre imple´mentation en langage C++ et en CUDA. La construction
de la FBVH est re´alise´e sur CPU tandis que la traverse´e des rayons dans la structure et
les tests d’intersections sont re´alise´s sur le GPU. Ceci nous permet de calculer la FBVH
correspondant a` l’image suivante de l’animation pendant que le rendu de l’image courante
est calcule´ sur le GPU. La dure´e de construction e´tant ge´ne´ralement infe´rieure a` la dure´e
du calcul du lancer de rayons, cela permet de masquer son couˆt de calcul.
Pour be´ne´ficier du cache me´moire, les positions des metaballs et les donne´es des noeuds
et des feuilles sont stocke´s sur le GPU en me´moire texture. La traverse´e de la FBVH sur le
GPU est re´alise´e en utilisant une pile stocke´e en me´moire locale. L’animation de metaballs
est re´alise´e sur GPU, puis transfe´re´e en me´moire locale. Tous les transferts me´moires entre
CPU et GPU sont masque´s par les temps d’exe´cution des noyaux de calcul CUDA, graˆce
a` l’utilisation du streaming (cf Figure 3.4).
Figure 3.4 – Sche´ma de fonctionnement. L’animation des metaballs Ai est re´alise´e
sur le GPU puis transfe´re´e sur la machine hoˆte (Mi). Celle-ci calcule alors la structure
d’acce´le´ration correspondant a` la position actuelle des metaballs (CBi), puis transfe`re
celle-ci sur la me´moire de la carte grapique (Bi). Le GPU posse`de alors les donne´es
ne´cessaires a` l’exe´cution du rendu final (Ri), qui est re´alise´ pendant que le CPU cal-
cule la structure d’acce´le´ration correspondant a` l’image suivante (CBi+1). La plupart des
transferts me´moire sont ainsi masque´s par le calcul, graˆce a` la technique du streaming.
Traverse´e
La traverse´e d’un rayon dans la FBVH n’est pas tre`s diffe´rente d’une traverse´e de
BVH. Lorsqu’un rayon intersecte un noeud, nous chargeons les boˆıtes englobantes des
deux noeuds fils puis nous determinons laquelle est intersecte´e en premier. Le second
noeud intersecte´ est alors place´ en pile, et la traverse´e se poursuit dans le premier noeud
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intersecte´. De`s qu’une intersection est de´tecte´e dans une feuille, nous arreˆtons la traverse´e
de la structure car les intersections e´ventuelles de´tecte´es dans les autres feuilles seraient
ne´cessairement situe´es plus loin sur le rayon.
Le calcul de l’intersection dans une feuille de la FBVH est le´ge`rement diffe´rent de
celui utilise´ dans une BVH pre´sente´ en section 3.1.2. Puisque les metaballs de split de la
feuille courante ne sont pas ne´cessairement entie`rement englobe´es dans une autre feuille,
il est ne´cesasire de calculer e´galement leur projection sur le rayon courant et d’e´valuer le
champ potentiel en ces points lors de la de´termination de l’intervalle contenant la premie`re
intersection.
3.2.2 Re´sultats
Nos tests ont e´te´ re´alise´s sur un ordianteur e´quipe´ d’un processeur Intel Core 2 E6600
(2.66 GHz) et d’une carte graphique Nvidia GTX 280. Nous avons compare´ les perfor-
mances de notre FBVH a` celles obtenues via l’utilisation d’une BVH classique sur des
sce`nes diverses (cf. Table 3.1). Dans la plupart des sce`nes, notre FBVH permet un rendu
bien plus performant, particulie`rement sur les sce`nes contenant des regroupements denses
de metaballs. Dans ces situations, comme par exemple la sce`ne du bassin, les rendus ef-
fectue´s avec la FBVH peuvent eˆtre jusqu’a` trois fois plus rapides qu’avec la BVH. Cette
diffe´rence de performances s’amenuise au fur et a` mesure que la densite´ spatiale des meta-
balls diminue, car le nombre de tests redondants effectue´s avec la BVH diminue de la meˆme
fac¸on. Toutefois la FBVH reste ne´anmoins plus rapide dans toutes les configurations que
nous avons teste´es.
Sce`ne
nombre de BVH FBVH
metaballs temps de fps temps de fps
construction min max avg construction min max avg
Scattered
30,000 101 ms 4.6 12.4 7.4 79 ms 4.9 12.5 9.4
100,000 160 ms 1.8 3.9 3.3 150 ms 2.3 9.1 4.3
Tornado
4,000 8.0 ms 3.6 5.4 4.6 5.5 ms 4 14.5 11
128,000 500 ms 0.6 1.1 1.0 290 ms 1.9 2.6 2.4
Molecule 1 5,440 8.9 ms 3.2 8.6 5.8 9.9 ms 7.5 24.1 17.7
Molecule 2 5,440 8.9 ms 0.5 0.7 0.6 9.9 ms 1.2 1.4 1.3
Bassin 10,000 41 ms 1.5 2.3 1.9 40 ms 4.1 11.0 7.1
Table 3.1 – Performances du rendu de sce`nes varie´es compose´es de metaballs (cf. Figure 3.5)
effectue´ a` l’aide d’une structure d’acce´le´ration. La construction de la structure est comple`tement
masque´e par le temps de calcul ne´cessaire au rendu dans la plupart des cas.
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
Figure 3.5 – Captures d’e´cran des diffe´rentes sce`nes de test : (a,b) Tornado, sce`ne rendue
avec 3 niveux de re´flexions ; (c) Molecule 1, rendue avec l’ombrage de Phong ; (d) Molecule 2,
rendue en occlusion ambiente calcule´e en lanc¸ant 64 rayons d’ombre par pixel ; (e) Bassin, rendue
avec simulation de la re´flection et de la re´fraction de Fresnel ; (f) Scattered metaballs, rendue
purement en lancer de rayons primaires (pas d’ombrage). Le rendu de toutes les sce`nes a e´te´
effectue´ en re´solution 640× 480 dans nos tests.
Il est a` noter que bien que les dure´es de construction des deux structures soient du
meˆme ordre de gradeur, la FBVH est construite le´ge`rement plus rapidement dans la plu-
part des cas. Cela` peut sembler surprenant car on pourrait s’attendre a` ce que l’e´tape
de redimensionnement des noeuds introduise des calculs supple´mentaires pe´nalisants. En
re´alite´, le fait de re´duire la taille des boˆıtes englobantes a pour effet de diminuer le nombre
de metaballs de split des noeuds, ce qui acce´le`re le temps de construction.
Nous avons mesure´ le nombre moyen de noeuds traverse´s, tests d’intersection effectue´s
et primitives utilise´es dans les tests d’intersections par rayon (cf. Table 3.2). Comme on
peut le voir, la FBVH permet d’e´liminer efficacement les noeuds et primitives inutiles lors
des tests d’intersection.
Globalement, on peut constater que l’utilisation d’une SAH en O(n2) conduit a` de
bien meilleures performances que la SAH standard en O(n). Dans nos tests, la sce`ne du
bassin est 40% plus performante lorsque la FBVH est construite en utilisant notre SAH.
Celle-ci permet en effet de re´aliser des arbres plus e´quilibre´s qui sont mieux adapte´s a`
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Nombre de Nombre de tests Nombre de metaballs
traverse´es d’intersection prises en compte
BVH 9.3 1.2 83.5
FBVH 6.2 0.5 35.1
Table 3.2 – Nombre moyen de noeuds traverse´s, de tests d’intersection effectue´s, et de
metaballs considere´es lors des tests d’intersection par rayon sur la sce`ne Tornado.
notre test d’intersection.
SAH n n2
valeur moyenne de fps (FBVH sur sce`ne du bassin) 5.1 7.1
Table 3.3 – Evaluation de l’inte´reˆt de la nouvelle heuristique du couˆt d’intersection
propose´e en Section 3.1.3.
Nous avons e´galement mesure´ les effets de l’e´tape de redimensionnement des boˆıtes
englobantes des noeuds pre´sente´e en Section 3.1.3 sur les performances lors de la visuali-
sation. Pour ce faire, nous avons simplement omis cette e´tape lors de la construction de
la FBVH, de sorte que la boˆıte englobante de chaque noeud fils fut obtenue en divisant la
boˆıte englobante du noeud pe`re au niveau du plan de se´paration. La structure est alors
similaire a` un kd-tree. Sa traverse´e est cependant plus couˆteuse car nous testons l’inter-
section avec les boˆıtes englobantes des noeuds au lieu de tester l’intersection avec les seuls
plans de se´paration. Ne´anmoins, les performances obtenues avec un kd-tree classique de-
vraient eˆtre similaires a` cette situation car le temps de traverse´e est faible face a` la dure´e
des tests d’intersection.
Sce`ne
Sans l’e´tape Avec l’e´tape
de redimensionnement de redimensionnement
temps de construction fps moyen temps de construction fps moyen
Molecule 1 8.7 ms 12.7 9.2 ms 14.6
Bassin 35 ms 3.2 37 ms 6.5
Table 3.4 – Be´ne´fices apporte´s par l’e´tape de redimensionnement des noeuds durant la
construction de la FBVH.
Comme on peut le voir en Table 3.4, le nombre de tests inutiles e´limine´s par l’e´tape de
redimensionnement conduit a` de bien meilleures performances. Ce gain de performances
augmente avec la densite´ de metaballs puisque le couˆt de calcul d’une intersection dans
une feuille croˆıt avec le nombre de primitives dans cette feuille. Les gains obtenus peuvent
eˆtre de l’ordre de 100%. L’e´tape de redimensionnement est donc primordiale, d’autant
plus qu’elle n’augmente pas particulie`rement le couˆt de construction de la FBVH.
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Sce`ne
Optimisations (valeur moyenne de fps)
Aucune
Calcul des Supression des metaballs
Les deux
boˆıtes englobantes de split inutiles
Molecule 1 14.6 15.3 16.7 17.7
Pool 6.5 6.7 6.8 7.1
Table 3.5 – Be´ne´fices de l’utilisation des optimisations pre´sente´es en Section 3.1.4.
Les optimisations pre´sente´es en Section 3.1.4 apportent e´galement une ame´lioration
notable des performances (cf. Table 3.5). Cependant leur impact diminue lorsque la densite´
des primitives augmente. Ceci est logique compte tenu du fait que la valeur de rmax
augmente avec le nombre de metaballs de chaque noeud. Ainsi, il peut eˆtre pre´fe´rable de
ne pas les re´aliser si les feuilles contiennent plus d’une douzaine de metaballs, e´tant donne´
que leur couˆt dans la construction de la FBVH augmente avec le nombre de primitives
dans chaque noeud, en particulier le test d’e´limination des metaballs de split inutiles.
3.3 Conclusion
Nous avons mis en place une nouvelle structure d’acce´le´ration pour le rendu de me-
taballs, compatible avec les effets lumineux avance´s (ombres re´flexions, etc...). L’augmen-
tation des performances qu’elle apporte permet de visualiser sur GPU des centaines de
milliers de metaballs a` des fre´quences de rafraˆıchissement interactives, voire temps re´el.
Cette FBVH permet des rendus bien plus rapides qu’une BVH classique dans le cas ou`
la re´partition des primitives est dense, tout en e´tant rapidement construite sur CPU de
fac¸on gloutonne par l’interme´diaire de notre SAH.
Ne´anmoins, le temps de construction de la FBVH peut devenir proble´matique dans le
cas d’ensembles extreˆmement denses de primitives, en raison du nombre important de pri-
mitives de split. Dans cette situation, pour les premiers niveaux de l’arbre, il est possible
de ne pas re´aliser de binning pour de´terminer le plan de se´paration, mais tout simplement
de diviser les noeuds a` la moitie´ de leur plus grand coˆte´. Cela` n’affecte que peu la qualite´
de l’arbre obtenu, mais acce´le`re fortement sa construction.
Un autre proble`me est le couˆt des tests d’intersection dans les feuilles qui contiennent
beaucoup de metaballs (plus de 50). A nouveau, ces situations se produisent lorsque la
densite´ de primitives est extreˆmement dense. L’isosurface est alors bien souvent situe´e
a` l’exte´rieur de ces feuilles. Il serait inte´ressant de de´velopper des approximations pour







Le chapitre pre´ce´dent nous a donne´ un aperc¸u de l’inte´reˆt des surfaces implicites en
mode´lisation : une surface complexe lisse peut eˆtre obtenue par l’agre´gation d’un ensemble
discret de primitives implicites. Les primitives que nous avions utilise´es e´taient des meta-
balls et leur composition e´tait simplement obtenue par la somme de leurs champs poten-
tiels respectifs. L’ope´rateur de composition somme est celui utilise´ par Blinn [Bli82], mais
il est possible d’utiliser d’autres ope´rateurs de me´lange afin d’obtenir diverses transitions
entre les primitives. L’ope´rateur gm de Ricci [Ric73] permet par exemple de ge´ne´raliser
l’ope´rateur de Blinn :
gm(f1, . . . , fn) = (f
m
1 + · · ·+ fmn )
1
m
Le parame`tre m permet de controˆler la taille du me´lange et l’on retrouve l’ope´rateur de
Blinn en prenant m = 1. Ces ope´rateurs sont suffisants pour la mode´lisation de surfaces
de type fluides mais pas pour la mode´lisation ge´ome´trique en ge´ne´ral. Par exemple, la
mode´lisation d’une areˆte franche entre deux primitives ne´cessite de pouvoir introduire
des discontinuite´s d’ordre C0 sur l’isosurface. Autrement dit, l’ope´rateur doit lui-meˆme
pre´senter une discontinuite´ de ce meˆme ordre. Les ope´rateurs max et min de Sabin [Sab68]
posse`dent cette proprie´te´ et re´alisent respectivement l’union et l’intersection boole´enne
d’un ensemble de primitives implicites :
gmax(f1, . . . , fn) = max(f1, . . . , fn)
gmin(f1, . . . , fn) = min(f1, . . . , fn)
Tous ces ope´rateurs sont des ope´rateurs n-aires, ce qui signifie que le re´sultat de la
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composition ne change pas quel que soit l’ordre des parame`tres f1, . . . , fn. Une autre
manie`re de composer des primitives implicites consiste a` de´finir un arbre de composition
(CSG).
De´finition 7 Un arbre de composition est un arbre binaire dont les feuilles sont les
primitives implicites de base et les noeuds sont des ope´rateurs de composition binaires.
Les arbres de composition permettent ainsi de de´finir des objets complexes de manie`re
hie´rarchique : chaque noeud de l’arbre correspond au me´lange de deux sous-parties de
l’objet final.
Figure 4.1 – Exemples d’ope´rateurs binaires de composition. En haut : ope´rateur d’union
franche obtenu par la fonction (f1, f2) → max(f1, f2). En bas : ope´rateur de me´lange




2). Sur chaque ligne, la figure de gauche
repre´sente les lignes de champ de l’ope´rateur sur le plan (f1, f2) et la figure de droite les
lignes de champ obtenues en faisant la composition de deux metaballs. Notez la corre´lation
entre les lignes de champ sur les figures de gauche et de droite.
La forme ge´ne´rale d’un ope´rateur de composition binaire est g(f1, f2), f1 et f2 e´tant les
champs potentiels respectifs des primitives implicites a` composer. Une manie`re graphique
de visualiser un tel ope´rateur consiste a` repre´senter ses lignes de champ sur un plan, l’axe
des abscisses repre´sentant les valeurs de f1 et celui des ordonne´es les valeurs de f2, comme
illustre´ en Figure 4.1. On peut remarquer sur cette figure la correspondance entre les lignes
de champ de l’ope´rateur de me´lange et celles du champ correspondant a` la composition de
deux primitives implicites. En particulier, les lignes bleues, qui correspondent aux valeurs
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de champ infe´rieures a` l’isovaleur C, sont situe´es a` l’exte´rieur de l’isosurface puisque
le champ potentiel des primitives a` support compact de´croˆıt lorsque l’on s’approche de
la limite du support. A l’inverse, les lignes rouges correspondant aux valeurs de champ
supe´rieures a` C sont a` l’inte´rieur de l’isosurface. La discontinuite´ de la diffe´rentielle de
l’ope´rateur max en f1 = f2 est bien visible sur le champ potentiel re´sultant, notament
sur l’isosurface (points en noir) : c’est ce qui est a` l’origine de la formation d’une areˆte
franche (cf. Figure 4.2 (a)). La Figure 4.2 illustre d’autres ope´rateurs de composition sur
des cylindres implicites en 3 dimensions.
(a) (b) (c)
Figure 4.2 – Trois ope´rateurs de composition binaires g et leur application sur deux
cylindres implicites positionne´s en croix. En premie`re ligne, le trace´ des ope´rateurs ou`
les axes repre´sentent respectivement les valeurs des champs potentiels en entre´e f1 et f2.
Les lignes noires repre´sentent certaines iso-courbes de l’ope´rateur et la ligne blanche l’iso-
courbe correspondant a` la valeur C de l’isosurface observe´e. Le gradient de l’ope´rateur
est repre´sente´ en rouge et bleu. La surface re´sultante, de´finie par f = g(f1, f2) = C
est visualise´e en deuxie`me ligne. Les ope´rateurs repre´sente´s sont : (a) une union franche
standard (max), (b) un me´lange lisse [BMDS02], (c) une union franche dont le champ
potentiel est lisse en dehors de l’isosurface [BDS+02]. Les lignes vertes sur les ope´rateurs
(b) et (c) repre´sentent les frontie`res au dela` desquelles g(f1, f2) = max(f1, f2).
La forme des ope´rateurs de composition est de´pendante de la nature des primitives
implicites. Pour les primitives a` support global d’isovaleur 0, les compositions boole´ennes
peuvent eˆtre obtenues par l’interme´diaire des R − functions, c’est-a`-dire des fonctions
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dont le signe ne de´pend que des signes de leurs parame`tres. Par exemple, l’ope´rateur
d’union de Pasko [PASS95] qui re´alise l’union franche de deux primitives implicites a`
support global est une R− function. Son expression est :
g(f1, f2) = f1 + f2 −
√
f 21 + f
2
2
L’isosurface re´sultante est la meˆme que celle produite par l’ope´rateur max de´veloppe´
par Ricci [Ric73]. Cependant, hors de l’isosurface, le champ potentiel re´sultant est tre`s
diffe´rent : celui produit par l’ope´rateur de Pasko est de continuite´ C∞ tandis que celui
produit par l’ope´rateur de Ricci posse`de la meˆme discontinuite´ C0 partout ou` f1 = f2.
L’ope´rateur de Pasko [PASS95] est un ope´rateur d’union propre (de l’anglais clean
union) : le champ potentiel ge´ne´re´ par cet ope´rateur reste lisse en dehors de l’isosur-
face. Barthe et al.[BDS+03] ont e´galement de´veloppe´ un ope´rateur d’union propre sur les
primitives a` support global dont l’aspect est configurable en dehors de l’isosurface.
Les ope´rateurs de composition peuvent e´galement eˆtre utilise´s pour cre´er des tran-
sitions douces entre les primitives. L’ope´rateur de me´lange superelliptique introduit par
Rockwood [Roc89] :












ou` [∗]+ = max(0, ∗) et les parame`tres r1, r2 et t permettent de controˆler la forme du
me´lange. En modifiant l’expression de son ope´rateur d’union franche, Pasko [PASS95] a
e´galement produit un ope´rateur de me´lange dont la forme est parame´trable :
g(f1, f2) = f1 + f1 −
√




1 + ( f1
a1
)2 + ( f2
a2
)2
Les trois parame`tres a0, a1 et a2 sont les parame`tres de controˆle du me´lange.
Pour cre´er des ope´rateurs de composition de primitives a` support compact, il est pos-
sible d’adapter les ope´rateurs spe´cifiques aux primitives a` support global. Mais ceci peut
avoir pour effet de de´former le champ potentiel a` l’exte´rieur des supports des primitives,
ce qui pose proble`me dans le cas de me´langes successifs. Les ope´rateurs de composition
des primitives a` support compact doivent respecter certaines proprie´te´s de fac¸on a` ce que
le me´lange des primitives ne perturbe pas le champ potentiel situe´ en dehors des zones
d’influence des primitives. En particulier tout ope´rateur de composition g doit ve´rifier la
proprie´te´ suivante :
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∀(f1, f2) ∈ R2, g(f1, 0) = f1 et g(0, f2) = f2
Barthe et al.[BWd04] proposent un ope´rateur de me´lange re´alisant une transition
douce entre les primitives dont la taille est parame´trable. Pour cela, les lignes de champ
issues de f1 et celles issues de f2 sont relie´es par des arcs d’ellipses. La taille des arcs est
de´termine´e par deux angles θ1 et θ2 (cf. Figure 4.2(b)). La continuite´ du champ potentiel
re´sultant est G1.
4.2 Proble`mes majeurs de la mode´lisation par sur-
faces implicites
L’utilisation de surfaces implicites associe´es a` des arbres de composition semble eˆtre
une alternative inte´ressante en mode´lisation statique, ou` les repre´sentations par maillage
ou parame´triques dominent. Il semble en effet intuitif de mode´liser un objet de manie`re
hie´rarchique, en commenc¸ant par de´finir la forme ge´ne´rale de manie`re grossie`re puis en
pre´cisant localement chaque de´tail. Malheureusement, outre les difficulte´s de parame´tri-
sation et de visualisation des surfaces ge´ne´re´es par des primitives implicites, une critique
majeure lance´e envers ce type de repre´sentation est qu’elles sont limite´es a` la cre´ation
d’objets aux contours lisses, voire indistincts. La raison de cette critique est principalement
lie´e aux ope´rateurs de composition utilise´s jusqu’a` aujourd’hui (pre´sente´s plus haut). En
effet, ceux-ci souffrent tous de de´fauts qui rendent malaise´e la mode´lisation ge´ome´trique
par objets implicites :
(a) (b)
Figure 4.3 – Illustration du gonflement inde´sirable. Lors de l’utilisation d’un ope´rateur
de me´lange lisse classique (a), la surface re´sultante s’e´loigne des surfaces initiales provo-
quant un gonflement. Celui-ci est particulie`rement visible lorsque les primitives me´lange´es
sont de meˆme taille, comme le montre l’exemple des deux cylindres ci-dessus (b).
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1. Le me´lange de deux surfaces implicites peut provoquer des gonflement inde´sirables.
Par exemple, une croix forme´e par le me´lange de deux cylindres implicites situe´s
dans le meˆme plan sera ne´cessairement plus e´paisse au niveau de l’intersection.
En effet, une fonction de me´lange lisse g est telle que g(f1, f2) ≥ max(f1, f2),
∀(f1, f2) (cf. Figure 4.3 (a)). En particulier, si les deux isosurfaces sont tangentes,
i.e. f1 = f2 = C, g(C,C) ≥ C et ainsi la surface du me´lange s’e´loigne des surfaces
initiales (cf. Figure 4.3 (b) et Figure 4.4 (a)).
2. Le me´lange de surfaces implicites peut se produire meˆme si les surfaces ne sont
pas en contact. Ce proble`me du me´lange a` distance correspond en fait a` la si-
tuation syme´trique du proble`me pre´ce´dent. Dans le domaine de la mode´lisation
ge´ome´trique, ceci est un de´faut re´dhibitoire car il est alors impossible d’approcher
deux sous-parties d’un meˆme objet sans que celles-ci ne fusionnent. En animation,
il est e´galement souhaitable que le me´lange de deux objets ne se produise pas avant
que ceux-ci ne soient en contact, par exemple lors de la visualisation de gouttes
d’eau tombant dans un re´servoir (cf Figure 4.4 (b)).
3. Du fait du me´lange a` distance, l’augmentation du volume provoque´e par les ope´rateurs
de composition classiques peut boucher un orifice souhaite´ par le concepteur de
l’objet, modifiant ainsi la topologie de´sire´e (cf Figure 4.4 (c)).
4. Enfin les primitives implicites de petite taille subissent ge´ne´ralement de tre`s fortes
de´formations lorsqu’elles sont me´lange´es a` des primitives bien plus grandes, ce qui
provoque l’estompement des de´tails mode´lise´s en surface (cf Figure 4.4 (d)).
4.3 Travaux ante´rieurs
Quelques travaux re´alise´s pre´ce´demment ont identifie´ et tente´ de re´soudre les proble`mes
que nous avons recense´s. Aucun cependant n’a permis de re´soudre la totalite´ de ces
proble`mes de fac¸on ge´ne´rale.
Le proble`me du gonflement inde´sirable a tout d’abord e´te´ aborde´ par Rockwood
[Roc89] dans le domaine des primitives implicites construites a` partir d’un squelette.
Celui-ci a propose´ de modifier l’ope´rateur de me´lange superelliptique afin de parame´trer
le rayon d’influence des primitives par le cosinus de l’angle entre les gradients des champs
potentiels. Le champ potentiel re´sultant est de la forme :
f(p) = 1−max
(












Figure 4.4 – Illustration des proble`mes communs en composition de surfaces implicites.
(a) Gonflement inde´sirable. (b) Me´lange a` distance. (c) De´formation des de´tails. (d) Chan-
gements inde´sirables de topologie.
ou` S1 et S2 sont les squelettes respectifs des primitives a` me´langer, r1 et r2 leurs rayons
d’influence, d(p, S) la distance alge´brique du point p au squelette S et θ l’angle entre
les gradients des champs potentiels. Cet ope´rateur permet de re´soudre effectivement le
proble`me du gonflement inde´sirable pour le type de primitives e´tudie´, mais pas celui du
me´lange a` distance.
Bloomenthal [Blo97a] a e´tudie´ des solutions au proble`me du gonflement inde´sirable
dans le cadre d’ope´rateurs de composition n-aires de primitives de convolution. Celles-
ci interpolent une composition d’union franche et un me´lange lisse, parame´tre´e par la
position du point d’e´valuation relativement aux squelettes. Cette technique permet de
re´soudre le proble`me du gonflement inde´sirable mais provoque un le´ger creux au niveau
de la surface joignant les primitives initiales.
Le proble`me du me´lange a` distance a e´te´ traite´ plus re´cemment. La solution propose´e
par Bernhardt et al.[BBCW10] s’inspire du travail de Pasko et al.[PPK05] sur les me´langes
localise´s de surfaces implicites. Ces me´thodes consistent a` introduire une primitive impli-
cite supple´mentaire servant a` de´limiter la re´gion dans laquelle le me´lange doit s’effectuer.
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La valeur du champ potentiel de cette primitive est ainsi utilise´e en tant que facteur
d’interpolation de deux compositions, une union franche et un me´lange. Cette primitive
implicite est construite de manie`re automatique, par de´tection de la ligne d’intersection
des surfaces initiales, celle-ci e´tant ensuite utilise´e comme squelette de la primitive. Le
rayon d’influence de cette primitive est parame´tre´ de fac¸on a` re´duire l’estompement des
petites primitives.
La me´thode de Bernhardt et al.souffre cependant de plusieurs de´fauts. Les champs
potentiels produits sont de continuite´ G1 uniquement, ce qui peut entraˆıner des artefacts
lors de la visualisation de re´flexions sur les surfaces (cf. Figure 4.5). De plus, la technique
d’extraction de la ligne d’intersection employe´e ne´cessite d’e´chantillonner celle-ci a` partir
des surfaces initiales, ce qui est relativement couˆteux et rend difficile le passage a` l’e´chelle
de la solution, notamment pour les applications de mode´lisation ou` des ajouts conse´cutifs
de plusieurs primitives risquent de ge´ne´rer de nombreuses intersections successives. Enfin
cette technique ne re´sout pas le proble`me du gonflement inde´sirable et il serait difficile de
l’adapter en ce sens. En effet, cela` ne´cessiterait de construire des re´gions de me´lange de
forme complexe de sorte que celui-ci ne se produise qu’au niveau des zones de concavite´
entre les surfaces.
(a) (b) (c)
Figure 4.5 – L’ope´rateur de Bernhardt et al.interpole line´airement une union franche
et un me´lange lisse. En position interme´diaire, les isocourbes de cet ope´rateur pre´sentent
des distortions visibles en (a). La surface re´sultante repre´sente´e en (b) lors du me´lange de
deux cylindres est uniquement G1, ce qui entraˆıne des artefacts visuels lors de l’affichage
de re´flexions sur la surface (c).
Aucun des ope´rateurs de composition de´veloppe´s jusqu’a` pre´sent ne permet de re´soudre
la totalite´ des proble`mes pre´sente´s en introduction. Nous avons construit une famille
d’ope´rateurs de composition re´solvant ces quatres proble`mes de manie`re efficace. Contrai-
rement a` [PPK05, BBCW10], ils ne ne´cessitent pas l’introduction de primitives impli-
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5Me´lange controˆle´ de surfaces
implicites
Notre famille d’ope´rateurs de composition repose sur l’ide´e de Rockwood consistant a`
utiliser l’angle entre les gradients des primitives pour controˆler l’importance du me´lange.
Ainsi, il est ne´cessaire que ces ope´rateurs soient parame´trables de manie`re a` pouvoir pas-
ser de fac¸on continue d’une transition franche a` un me´lange lisse entre les surfaces. Ce
parame`tre d’importance du me´lange offre de nouvelles perspectives dans les syste`mes de
mode´lisations par surfaces implicites, augmentant la varie´te´ des transitions possibles entre
les surfaces. Nous utilisons des fonctions de l’angle entre les gradients des primitives, que
nous appelons controˆleurs, pour fixer la valeur de ce parame`tre. Les controˆleurs sont des
nouveaux outils de mode´lisation permettant de configurer les ope´rateurs de composition
afin d’obtenir la transition souhaite´e. Dans la suite du chapitre, nous montrons ainsi qu’un
controˆleur judicieusement choisi permet de re´soudre la totalite´ des proble`mes majeurs en
mode´lisation implicite constructive. Il est e´galement possible de parame´trer un controˆleur
de fac¸on a` cre´er localement une union franche et un me´lange lisse au sein d’une meˆme
transition.
Notre me´thode est ge´ne´rique et s’adapte a` toutes les surfaces implicites repre´sente´es
de manie`re fonctionnelle. Par la suite, nous ne conside`rerons que les primitives implicites
a` support local de la forme f(p) = C, f e´tant une fonction potentielle a` support compact.
Pour simplifier l’expression et la repre´sentation de nos ope´rateurs nous fixons l’isosurface
C = 1
2
, ce qui est la valeur habituelle pour ce type de primitives (par exemple, les meta-
balls). Ces primitives sont les plus difficiles a` manipuler car le re´sultat de leur composition
doit conserver un support compact. Ne´anmoins, notre technique s’adapte aise´ment aux
autres primitives implicites, comme illustre´ en Section 5.2 ou` les meˆmes ope´rateurs sont
utilise´s sur des primitives de convolution a` support global.
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Ce chapitre est organise´ de la fac¸on suivante. Il est tout d’abord explique´ comment
le gradient des champs potentiels peut eˆtre utilise´ pour re´soudre les proble`mes lie´s au
me´lange des surfaces implicites. L’utilisation du gradient introduit des variations de conti-
nuite´ dans les champs potentiels qui sont discute´es ensuite. Pour re´soudre ces proble`mes
de continuite´, des ope´rateurs de composition de classe C∞ sont de´veloppe´s ainsi qu’une
technique efficace d’e´valuation sur GPU. Des exemples d’ope´rateurs controˆle´s par le gra-
dient sont pre´sente´s en fin de chapitre. Le premier est un ope´rateur de me´lange lisse qui
ne souffre pas des proble`mes de me´lange classiques. Le second est un ope´rateur qui forme
une areˆte franche au niveau de la transition de deux objets et qui peut eˆtre utilise´ pour
simuler de manie`re automatique le contact d’objets e´lastiques ou mous.
5.1 Controˆle du me´lange par le gradient
Comme indique´ pre´ce´demment, un ope´rateur de composition permettant de passer
localement d’une union franche a` une transition lisse est ne´cessaire pour de´finir un en-
vironnement de travail dans lequel les proble`mes de me´lange des surfaces implicites sont
re´solus. Formellement, cela signifie que cet ope´rateur est de la forme
f(p) = g(f1(p), f2(p), h(p)) (5.1)
ou` h ∈ R est un parame`tre variant spatialement et qui de´finit le degre´ de transition
entre un ope´rateur d’union franche et l’ope´rateur de transition douce. Nous appelons ce
parame`tre un controˆleur de l’ope´rateur f :
De´finition 8 Un controˆleur h d’un ope´rateur g est une fonction continue de R3 → [0; 1].
Celle-ci indique en chaque point le degre´ d’interpolation de deux ope´rateurs O0 : R2 → R
et O1 : R2 → R tels que ∀ (f1, f2) ∈ R2 :
O0(f1, f2) = g(f1, f2, 0) et O1(f1, f2) = g(f1, f2, 1)
Dans le cas d’un controˆleur constant, l’ope´rateur g re´alise ainsi un me´lange radial classique
(cf Figure 5.1(a)). Par la suite, on rendra l’ope´rateur g indissociable de son controˆleur h
et noterons simplement :
g(f1, f2, h) = g(f1, f2)
Nous proposons de de´finir h comme une fonction de l’angle α entre les gradients des
champs potentiels f1 et f2 passe´s en parame`tre. Ainsi, le controˆleur h : [0; pi]→ [0; 1] est
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de´fini par :
h(p) = h(α) ou` α = ̂∇f1(p),∇f2(p).
En choisissant des ope´rateurs O0 et O1 de´finissant respectivement une transition douce
et une union franche, il devient aise´ de re´soudre les proble`mes de me´lange des surfaces
implicites.
Le proble`me du gonflement non de´sire´ est provoque´ par l’utilisation d’un ope´rateur
de me´lange re´alisant une transition douce entre deux primitives aux endroits ou` leurs
surfaces sont aligne´es, comme illustre´ sur la Figure 5.1(a). Pour supprimer ce gonflement,
il faut limiter l’amplitude de la transition lorsque les gradients des deux surfaces sont
proches en terme de direction, autrement dit lorsque α ≈ 0. Au cas extreˆme α = 0, la
transition re´alise´e doit meˆme eˆtre une union franche. Pour cela, il suffit de fixer h(0) = 1,
ainsi g(f1, f2, h(0)) = O1(f1, f2).
L’amplitude de la transition doit ensuite augmenter au fur et a` mesure que l’angle
entre les gradients augmente. Pour des raisons esthe´tiques, il est pre´fe´rable que la taille
de la transition soit maximale lorsque les surfaces sont orthogonales. Ceci est re´alise´ en
faisant de´croˆıtre le controˆleur h de 1 a` 0 quand α varie de 0 a` pi/2 (cf. Figure 5.1(b)).
De manie`re analogue, le proble`me du me´lange a` distance est provoque´ lorsqu’une tran-
sition douce a lieu entre deux surfaces oppose´es. Ce proble`me peut eˆtre re´solu en faisant
croˆıtre le controˆleur h de 0 a` 1 lorsque α varie de pi/2 a` pi. Ainsi une union franche est
re´alise´e lorsque les surfaces se font face (cf. Figure 5.1(b)).
Le proble`me revient donc a` de´finir des ope´rateurs controˆlables re´alisant l’interpolation
entre transition franche et transition douce et des controˆleurs adapte´s aux types de surfaces
implicites sous-jacents. Avant cela`, nous pre´sentons les proble`mes de continuite´s inhe´rents
a` l’expression de notre ope´rateur g (cf. Equation 5.1).
5.1.1 Continuite´ de l’ope´rateur
Nos controˆleurs de´pendent des gradients des champs potentiels initiaux f1 et f2. Ainsi,
si h et g sont de continuite´ suffisante, la continuite´ de f = g(f1, f2, h) est soit celle de ∇f1,
soit celle de ∇f2 (il s’agit de la plus petite des deux). Dans ce cas, et a` l’exception des cas
triviaux tels qu’un controˆleur constant, nous perdons un ordre de continuite´. Toutefois,
cette perte est en ge´ne´ral tre`s locale car les fonctions de´finissant les champs potentiels
initiaux sont ge´ne´ralement de classe C∞ par morceaux . Pour empeˆcher toute autre perte
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Figure 5.1 – (a) Me´lange “radial” standard provoquant le gonflement inde´sirable et le
me´lange a` distance. (b) L’amplitude de la transition est parame´tre´e par le controˆleur trace´
en troisie`me ligne. Au dessus du point d’intersection des deux cylindres, l’angle entre les
gradients α = 0 et la transition est alors une union franche (h = 1). Lorsque l’on descend
le long de la transition α augmente de 0 a` pi/2, le controˆleur h de´croˆıt de 1 a` 0 ce qui
augmente la taille de la transition.
de continuite´ (cf. Figure 5.2), nous avons employe´ des fonctions de classe C∞ pour de´finir
les ope´rateurs de composition g et les controˆleurs h associe´s qui sont pre´sente´s dans les
sections suivantes.
5.1.2 Forme ge´ne´rale du controˆleur
La vitesse a` laquelle le controˆleur varie sur les intervalles [0;pi/2] et [pi/2; pi] doit eˆtre
parame´trable pour s’adapter aux champs potentiels initiaux. En effet, si celle-ci n’est
pas ade´quate, des gonflements peuvent apparaˆıtre de part et d’autre d’une transition. Ce
phe´nome`ne est typiquement produit lorsque l’ouverture de la transition est trop rapide
dans les zones ou` α est proche de 0 ou de pi (cf. Figure 5.3(b)).
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(a) (b) (c)
Figure 5.2 – (a) Deux cylindres sont compose´s avec un ope´rateur de me´lange de classe
G1 controˆle´ par les gradients. La transition reste lisse malgre´ la perte de continuite´ occa-
sionne´e. (b) Un troisie`me cylindre est ajoute´ au re´sultat de la composition pre´ce´dente, a`
l’aide du meˆme ope´rateur de me´lange. Le champ potentiel re´sultant perd alors un degre´
de continuite´ supple´mentaire, qui se traduit par l’apparition d’un areˆte franche C0 au
sein de la transition. (c) Meˆme sce`ne ou` les cylindres sont compose´s avec un ope´rateur de






















Figure 5.3 – Illustration des gonflements non de´sire´s lie´s a` un mauvais parame´trage du
controˆleur. (a) Les gradients respectifs des champs potentiels des cylindres horizontal et
vertical sont repre´sente´s en bleu et rouge. (b) Lorsque les parame`tres de pente w0 et w1
du controˆleur sont trop e´leve´s (ici w0 = w1 = 3), l’ouverture de la transition devient trop
rapide et provoque des gonflements de part et d’autre de la transition. (c) Une valeur
adapte´e de w0 et w1 permet de re´soudre le proble`me (ici w0 = w1 = 1). Celle-ci est a`
de´terminer en fonction du type de primitive implicite utilise´.
Huit parame`tres sont utilise´s pour de´finir nos controˆleurs. Ceux-ci sont les trois valeurs
d’angle αi (i = 0, 1, 2), les trois valeurs du controˆleur associe´es hi = h(αi) (i = 0, 1, 2) et
deux parame`tres supple´mentaires de controˆle de pente w0 et w1. Un controˆleur de´fini par
ces parame`tres :
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— est constant et e´gal a` h0 sur [0, α0]
— varie continuˆment de h0 a` h1 sur [α0, α1]
— varie continuˆment de h1 a` h2 sur [α1, α2]
— est constant et e´gal a` h2 sur [α2, 1]
Les parame`tres w0 et w1 de´finissent la vitesse de variation de h respectivement sur
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Figure 5.4 – Trace´ de la fonction κ.
Pour garantir la continuite´ C∞ du controˆleur, la valeur de celui-ci sur les intervalles
[α0;α1] et [α1;α2] est obtenue par mise a` l’e´chelle de la fonction κ : [0; 1]→ [0; 1] :
κ(x) = 1− η(1− η(x)) avec η(x) = e1− 1x
Celle-ci est parfaitement plate aux extreˆmite´s x = 0 et x = 1 (toutes ses de´rive´es sont
nulles en ces deux points) (cf. Figure 5.4). L’e´quation de h devient :
h(α) =













(h2 − h1) + h1 si α ∈]α1, α2]
h2 sinon
Du fait des proprie´te´s de la fonction κ, tous les controˆleurs de cette forme sont de
classe C∞. En pratique il convient de re´gler a` la main les deux parame`tres w0 et w1 en
fonction de la famille de primitives implicites employe´e. La forme d’un controˆleur est alors
de´finie en fixant la valeur des trois couples (αi, h(αi)). Des exemples d’applications sont
donne´es en Section 5.2.
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5.1.3 Ope´rateurs de composition
Tout comme les controˆleurs, les ope´rateurs de composition g doivent eˆtre de classe C∞
pour minimiser la perte de continuite´ explique´e en 5.1.1. Nous avons e´tabli une me´thode
ge´ne´rique de conception des ope´rateurs. Celle-ci permet de de´finir de fac¸on intuitive de
nouveaux ope´rateurs de me´lange controˆlables tout en respectant ces contraintes de conti-
nuite´.
Comme explique´ en section 5.1, le controˆleur h est utilise´ pour faire varier la com-
position g d’une union franche a` une autre transition choisie, par exemple une transition
douce. L’interpolation entre ces deux ope´rateurs est de´finie par l’interme´diaire d’un angle
θ appele´ angle d’ouverture de l’ope´rateur g. Lorsque θ = 0, l’ope´rateur g est dit ouvert
et correspond a` une transition de largeur maximale. Lorsque θ = pi/4, l’ope´rateur est
dit ferme´ et correspond a` une union franche (cf. premie`re range´e de la Figure 5.5). Ainsi,
l’angle θ varie en fonction de l’angle α des gradients des champs f1 et f2 par l’interme´diaire
du controˆleur h : h(α) = tan(θ).
La variation entre les deux transitions lorsque θ varie est obtenue de la fac¸on suivante.
Pour chaque valeur de θ ∈ [0; pi/4], nous de´finissons les courbes d’ouverture kθ(f1) et kθ(f2)
de g. Celles-ci de´limitent la zone du support de g a` l’inte´rieur de laquelle la transition
choisie s’effectue (typiquement, une transition douce), zone visible en gris sur la deuxie`me
range´e de la Figure 5.5. Notez la fac¸on dont la forme des courbes d’ouverture varie avec
l’angle θ : celles-ci de´limitent une zone de transition maximale lorsque θ = 0 qui diminue
quand θ augmente puis finit par se cintrer en 0.5 lorsque θ = pi/4 , formant alors un
ope´rateur d’union franche. L’e´quation des courbes d’ouverture est donne´e en Annexe A.
Elles sont toutes de classe C∞ (a` l’exception de kpi/4 en 12) ce qui permet de garantir la
continuite´ de l’ope´rateur g.
Les valeurs de g dans la re´gion borne´e par les courbes d’ouverture kθ sont de´finies par
l’interme´diaire d’un ope´rateur g¯ : R2 → R, de´finissant le type de transition souhaite´e.
L’e´quation de g est alors :
g(f1, f2) =
{
max(f1, f2) si f1 < kθ(f2) ou f2 < kθ(f1)
g¯(f1, f2) sinon
Finalement g¯ est de´fini par une fonction de profil de de´formation p¯ : R→ R retournant
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Figure 5.5 – Premie`re ligne : L’angle d’ouverture θ de´finit la largeur de la transition au
niveau de l’isovaleur correspondant a` la surface observe´e (ici 1
2
). la courbe rouge repre´sente
l’isovaleur 1
2
d’un ope´rateur de me´lange g(f1, f2, θ). Deuxie`me ligne : Les courbes d’ouver-
ture kθ de´finissent les frontie`res de la zone de transition de l’ope´rateur g. (a) Ope´rateur















(f , f )1 2
C
kθ C(  ) C
kθ C(  )
(a) (b) (c)
Figure 5.6 – (a) Le Profil de de´formation p¯ de´finit la forme des isocourbes de la transition.
Pour chaque valeur de φ, p¯(φ) repre´sente la distance de l’origine a` l’isocourbe de valeur
1 de l’ope´rateur g en position pleinement ouverte (i.e. pour θ = 0). (b) Isocourbes de
l’ope´rateur g pour un angle θ > 0. (c) E´valuer g en un point (f1, f2) quelconque ne´cessite
de re´soudre l’e´quation 5.2.
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la distance entre l’origine et l’isocourbe 1 de g¯ pour chaque valeur de l’angle polaire φ (cf.
Figure 5.6). Ainsi, un arc de cercle est obtenu en fixant p¯(φ) = 1 ∀φ.
E´valuer l’ope´rateur g en un point (f1, f2) revient alors a` trouver la valeur C solution
de l’e´quation (cf.Figure 5.6) :√
(f1 − kθ(C))2 + (f2 − kθ(C))2
p¯(φ)(C − kθ(C)) = 1 , φ = arctan
f2 − kθ(C)
f1 − kθ(C) . (5.2)
Cette expression est difficilement exploitable en pratique. Nous proposons une autre
me´thode d’e´valuation de l’ope´rateur g en section 5.1.4.
Les courbes d’ouverture e´tant fixe´es, l’ope´rateur g est uniquement de´fini par le profil de
de´formation p¯ choisi. Pour satisfaire les contraintes de continuite´ de g avec la fonction max
au niveau des courbes d’ouverture, le profil de de´formation doit satisfaire aux conditions
suivantes :
— p¯(0) = p¯(pi/4) = 0.5
— p¯ est plate en 0 et en pi/4 (toutes ses de´rive´es successives sont nulles en ces points).
Du fait de la continuite´ C∞ des courbes d’ouverture kθ, ces conditions sont suffisantes
pour garantir la continuite´ C∞ de l’ope´rateur g ainsi construit. Dans la section suivante,
nous illustrons l’utilisation des profils de de´formation par la cre´ation d’ope´rateurs de
compositions varie´s.
5.1.4 E´valuation des ope´rateurs
L’e´valuation d’un ope´rateur g exprime´ par l’interme´diaire des courbes d’ouverture et
des profils de de´formation n’est pas aise´e. En effet, celui-ci n’a pas d’expression ana-
lytique. Nous proposons donc d’e´valuer g par interpolation de valeurs pre´calcule´es. La
proce´dure d’e´chantillonage est pre´sente´e en Annexe B. Une fois celle-ci re´alise´e, l’interpo-
lation line´aire des huit valeurs ne´cessaires a` l’e´valuation de g en un triplet de parame`tres
(f1, f2, h) peut se faire rapidement et automatiquement sur GPU par l’interme´diaire d’une
texture 3D.
Une attention particulie`re doit eˆtre apporte´e a` la zone du support de g a` pre´calculer.
Il est ne´cessaire que celle-ci soit suffisament grande pour garantir que l’e´valuation de g
reste possible meˆme apre`s plusieurs me´langes conse´cutifs. En re´alite´, il est ne´cessaire de




] uniquement. En effet,





; +∞] ce qui permet
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; +∞]. La valeur de g est alors
obtenue par l’expression :
g(f1, f2) =
√






et φ = atan(f2−fθ
f1−fθ ).
Le processus final d’e´valuation de g(f1, f2) est pre´sente´ en Algorithme 3.
Algorithm 3: Evaluation d’un ope´rateur de composition
1: g(f1, f2) {







3: lire et retourner la valeur de g en texture.
4: else
5: if f1 > fθ et f2 > fθ then
6: calculer et retourner la valeur de g selon l’e´quation 5.3
7: else








sont pre´calcule´es et stocke´es dans des textures 3D. La valeur du gradient est ainsi
approxime´e par :






Dans cette section, nous pre´sentons des exemples d’ope´rateurs de composition cre´e´s
avec notre me´thode de conception de´veloppe´e en section 5.1.3. Ceux-ci sont de´finis a` partir
de leur fonction de profil p¯ et leurs controˆleurs associe´s h.
5.2.1 Me´lange sans gonflement
L’une des grandes forces des primitives implicites dans les syste`mes de mode´lisation est
la capacite´ de me´langer de fac¸on lisse des objets de formes varie´es, la jonction entre deux
objets faisant apparaˆıtre une surface de courbure re´gulie`re. Un bon ope´rateur de me´lange
lisse est obtenu en utilisant un profil de de´formation dont les variations de courbure sont
les plus faibles possibles, tout en respectant les contraintes e´nonce´es en section 5.1.3 (cf.
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Figure 5.7). Un arc de cercle pre´sente une variation de courbure minimale, mais ne satisfait
pas a` ces contraintes.
 0
 1




Figure 5.7 – Visualisation de lignes de re´flexion sur une surface obtenue par me´lange
de deux cylindres implicites. (a) Ope´rateur de me´lange de Bernhardt et al.[BBCW10]
pre´sentant une oscillation de la courbure. (b) Ope´rateur obtenu en utilisant notre profil
de de´formation p¯b. (c) Trace´ de p¯b.
(a) (b) (c)
Figure 5.8 – Isocourbes de l’ope´rateur de me´lange gb pour diffe´rentes valeurs de θ. (a)
Ope´rateur ouvert : θ = 0. (b) Transition interme´diaire : θ = pi
8




La fonction de profil que nous avons utilise´ est illustre´e en Figure 5.7 (c). On peut
constater que celle-ci est plate en φ = 0 et en φ = pi
2
, et sa courbure augmente de fac¸on
monotone sur l’intervalle [0; pi
4




]. Ce profil de de´formation est obtenu
de la fac¸on suivante.
Conside´rons la transformation T : C∞(R)→ C∞(R)
T : v 7→ u−1 ◦ v ◦ u
ou` u : x 7→ ex − 1. Cette transformation retourne la repre´sentation de n’importe quelle
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fonction sur une e´chelle logarithmique. En l’appliquant a` l’hyperbole d’e´quation z(x) = 1
x
,
nous obtenons une fonction de classe C∞ dont les branches convergent tre`s rapidement
vers les axes. La forme du profil de de´formation que nous utilisons est obtenue par mise
a` l’e´chelle et de´calage d’une application supple´mentaire de T a` T (z) :
p¯(x) = 1− T 2(z)(e− x.e).e−1
Il reste a` exprimer p¯ sous forme polaire p¯(φ). Cette expression e´tant peu commode
a` e´valuer de fac¸on analytique, nous la pre´calculons de fac¸on discre`te. Ceci est re´alise´ en
e´chantillonant la courbe en des points Xi = (xi, p¯(xi)), puis en e´valuant pour chaque Xi
l’angle correspondant φi et sa valeur associe´e p¯(φi). Par la suite, pour e´valuer p¯(φ), nous
recherchons l’intervalle [φi;φi+1] contenant φ de manie`re dichotomique, puis estimons p¯(φ)
par interpolation line´aire de p¯(φi) et p¯(φi+1).
Notre profil de de´formation ainsi cre´e´ n’est pas parfaitement plat en φ = 0 et en
φ = pi/2. Cependant, ses de´rive´es sont nulles avec une erreur relative  = 10−5, ce qui est
suffisant pour nos besoins. Pour des applications de visualisation, cet ope´rateur permet de
ge´ne´rer des transitions plus esthe´tiques que l’ope´rateur de Bernhart et al.(cf. Figure 5.7
et 5.8).
Il ne nous reste plus qu’a` de´finir des controˆleurs pour de´terminer le comportement de
notre ope´rateur de me´lange. Nous proposons deux controˆleurs. Le premier, Camel, permet
de re´soudre les proble`mes de me´lange entre surfaces implicites mentionne´s en introduc-
tion, en utilisant la me´thode explique´e en Section 5.1.3. Il est ainsi adapte´ au contexte de
mode´lisation industrielle CADG.
Des comparaisons entre un ope´rateur de me´lange classique et notre ope´rateur controˆle´
par le Camel sont pre´sente´s en Figure 5.9. Le me´lange ge´ne´re´ par notre ope´rateur ne forme
pas de gonflement lorsque les surfaces en entre´e sont paralle`les, tout en re´alisant une tran-
sition douce entre les objets. Il re´sout e´galement le proble`me du me´lange a` distance de
deux primitives implicites. En outre, il permet de conserver la topologie des objets de
de´part. Les de´tails ne sont pas estompe´s comme on peut le constater sur la Figure 5.9 (c)
ou` deux objets implicites de tailles tre`s diffe´rentes sont me´lange´s.
Le deuxie`me controˆleur, l’Organique, a e´te´ de´veloppe´ pour les besoins d’un syste`me







Figure 5.9 – Premie`re colonne : illustration des proble`mes classiques rencontre´s lors de
la composition de surfaces implicites ; (a) me´lange a` distance, (b) gonflement inde´sirable,
(c) modification de la topologie (d) estompement des de´tails. Deuxie`me colonne : tous ces
proble`mes sont re´solus en utilisant notre ope´rateur de me´lange gb associe´ au controˆleur
Camel visible en Figure 5.10 (a).
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Figure 5.10 – Trace´ des trois controˆleurs utilise´s. (a) Le Camel, permettant de re´soudre
les proble`mes lie´s aux me´lange de surfaces implicites. (b) L’Organique qui est utilise´ dans
la mode´lisation de structures organiques par surfaces de convolution. (c) Le Contact utilise´
conjointement avec l’ope´rateur de gonflement au contact pour simuler les collisions entre
objets mous.
important de pouvoir re´aliser simultane´ment des transitions douces et franches entre deux
objets, par exemple lors du placement du nez d’un personnage sur son visage. Cet effet
peut eˆtre obtenu par l’utilisation d’un controˆleur asyme´trique : les surfaces se me´langent
lorsque leurs gradients pointent dans la meˆme direction, alors qu’une union franche est
utilise´e quand les surfaces tendent a` se faire face (cf. Figure 5.11).
α0 α1 α2 h0 h1 h2 w0 w1
Camel 0 pi/2 pi pi/4 0 pi/4 1 1
Organique 0 pi/3 3pi/4 pi/6 0 pi/4 3 1
Contact 0 pi/2 pi 0 pi/10 pi/4 1 0.7
Table 5.1 – Valeur des parame`tres utilise´s pour de´finir nos controˆleurs.
5.2.2 Gonflement au contact
Pour illustrer la varie´te´ des ope´rateurs de me´lange qu’il est possible de re´aliser, nous
avons conc¸u un ope´rateur de gonflement au contact permettant de simuler les de´formations
observables lors de la collision de deux objets mous, c’est-a`-dire compose´s d’une matie`re
e´lastique comme de la mousse. Lors du contact de deux de ces objets, un le´ger suren-
flement apparaˆıt de part et d’autre de la zone de contact. Ceci peut eˆtre re´alise´ avec un
profil de de´formation adapte´, celui-ci de´finissant la forme de la transition entre les objets.
Nous avons obtenu un tel profil de de´formation en modifiant le profil correspondant





Figure 5.11 – Utilisation de l’ope´rateur de me´lange gb avec le controˆleur Organique pour
la mode´lisation interactive. (a) Illustration de cet ope´rateur sur deux cylindres. Remarquez
la pre´sence simultane´e d’une areˆte franche et d’un me´lange lisse dans la transition. (b)
La transition obtenue par cet ope´rateur est particule`rement adapte´e lors de la fixation
d’un membre sur un corps, par exemple lors de l’ajout de la queue au corps du chameau.
(c) et (d) montrent deux mode`les re´alise´s interactivement en me´langeant des primitives
implicites simples avec cet ope´rateur.





t si x ≥ 1
1−Ke1− 12−t (t− 1) sinon
yc(t) =
{
1−Ke1− 1t (1− t) si x ≥ 1
2− t sinon
le parame`tre t variant entre 0 et 2. K ∈ [0; 1] est le parame`tre de´terminant la taille
des gonflements (cf. Figure 5.12). Pour passer a` la forme polaire, nous proce´dons comme
pre´ce´demment, en pre´calculant un grand nombre d’e´chantillons et en re´alisant l’e´valuation
par recherche dichotomique. Ce profil de de´formation est parfaitement plat en φ = 0 et
φ = pi/2 et est de classe C∞ partout sauf en φ = pi/4 de fac¸on a` former le repli entre les
deux surfaces en contact (cf. Figure 5.12).
Le comportement de cet ope´rateur est de´fini par le controˆleur Contact qui re´alise une
transition franche (pas de de´formation) en absence de contact entre les objets, c’est-a`-dire
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lorsque les gradients s’opposent. Au fur et a` mesure que les primitives pe´ne`trent l’une dans
l’autre, l’angle entre les gradients diminue et la taille du gonflement augmente. Ceci est
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Figure 5.12 – (a) Trace´s de p¯c pour K = 0.25 (en rouge), K = 0.5 (en vert) and K = 0.75




de cet ope´rateur utilise´ avec le controˆleur Contact pre´sente´ en Figure 5.10 (c) illustrant
la de´formation obtenue lors de la collision de deux cylindres.
Nous avons utilise´ cet ope´rateur pour simuler le fonctionnement d’une lava lamp. Le
gonflement au contact est utilise´ pour me´langer les bulles de fluide qui se de´placent le
long de la lampe et retombent dans le re´servoir, donnant ainsi l’illusion d’un contact
souple entre les objets. Lorsque les bulles quittent le re´servoir, celles-ci sont me´lange´es
avec un ope´rateur de me´lange pour donner l’apparence d’un fluide en de´formation (cf.
Figure 5.13).
Figure 5.13 – Application du me´lange controˆle´ par gradient a` l’animation. La lava lamp
est re´alise´e en composant plusieurs primitives implicites avec deux ope´rateurs, le gonfle-




Nous avons re´alise´ une nouvelle famille d’ope´rateurs de me´lange de surfaces implicites.
Ces ope´rateurs permettent de controˆler pre´cise´ment la forme de la transition entre les sur-
faces, augmentant ainsi le potentiel d’utilisation des surfaces implicites dans le domaine
de la mode´lisation ge´ome´trique ou de l’animation.
Notre approche est base´e sur l’utilisation des gradients des champs potentiels afin de
controˆler le me´lange. Ainsi, nos ope´rateurs ne sont plus uniquement fonctions de la valeur
des champs potentiels, mais aussi de leurs gradients. Cette proprie´te´ peut introduire des
changements de continuite´, mais en pratique ceux-ci sont tre`s localise´s et maˆıtrisables (cf.
5.1.1). En outre, cela nous permet de re´soudre les proble`mes courants de la mode´lisation
par objets implicites : les proble`mes de gonflements inde´sirables et de me´langes a` distance
sont aise´ment re´solus par l’utilisation d’un controˆleur ade´quat, tel le Camel. Un effet de
bord du Camel est que les petits de´tails en surface ne sont pas estompe´s en cas de me´lange
avec une primitive bien plus grande. Il est, de plus, possible de re´aliser des transitions
douces et franches au sein du meˆme me´lange.
Nos ope´rateurs peuvent eˆtre rapidement e´value´s en utilisant la me´moire texture du
GPU. Par rapport a` un ope´rateur de me´lange classique, le seul surcouˆt provient de
l’e´valuation des gradients qu’il est ne´cessaire de re´aliser a` chaque composition. A chaque
e´valuation d’un champ potentiel f en un point p, nous calculons e´galement son gradient
∇f(p) de fac¸on syste´matique. Ceci permet de conserver une e´valuation de l’arbre de
me´lange (CSG) en O(n), n e´tant le nombre de noeuds de l’arbre.
La principale limitation de notre travail est que nos ope´rateurs sont limite´s a` des com-
positions binaires. Ceci empeˆche leur utilisation dans le cas ou` de nombreuses primitives
doivent eˆtre me´lange´es simultane´ment de fac¸on syme´trique, par exemple dans les simu-
lations de fluides base´es sur des particules. La conception d’ope´rateurs de composition
n-aires reste un proble`me difficile qui pourra faire l’objet de travaux futurs.
Dans le chapitre suivant, nous pre´sentons un exemple d’application de nos ope´rateurs
de composition dans le cadre de la de´formation de maillage. Nous montrons comment le
controˆle du me´lange de primitives implicites peut eˆtre utilise´ pour controˆler la de´formation
d’un maillage anime´ par un squelette.
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implicites
Nous avons vu au cours des chapitres pre´ce´dents que l’utilisation de surfaces implicites
combine´e a` nos ope´rateurs de composition permettent de mode´liser diverses transitions.
En particulier, le controˆleur Organique offre la possibilite´ de combiner a` la fois des tran-
sitions douces et franches au sein d’un meˆme me´lange, et permet une approximation
inte´ressante des de´formations de surfaces telles que des replis de peau.
Typiquement, ce genre d’effet est difficile a` re´aliser avec les repre´sentations par mail-
lage. D’une part les donne´es de connexite´ entre sommets donnent une information de
voisinage tangentiel et non de voisinage global. Or ce type de de´formation est justement duˆ
a` la proximite´ d’autres surfaces. D’autre part l’utilisation de maillages ne´cessite de veiller
au bon maintient de leur topologie, particulie`rement lorsque de fortes de´formations sont
applique´es. Ne´anmoins il est illusoire de vouloir remplacer les maillages par les surfaces
implicites. Celles-ci ont leurs propres limitations, ne serait-ce que pour citer l’application
de textures, une technique largement re´pandue dans tous les domaines lie´s a` l’infographie
et qui permet d’ajouter du de´tail a` une surface a` faible couˆt.
Nous avons alors eu l’ide´e d’utiliser conjointement ces deux repre´sentations. En effet,
pusiqu’il est simple de de´former des surfaces implicites par l’utilisation d’ope´rateurs de
composition adapte´s, une ide´e naturelle est d’utiliser la composition de surfaces implicites
en tant que support de de´formation de maillages : c’est l’objet des travaux pre´sente´s dans
ce chapitre, qui ont e´te´ re´alise´s au cours des huit derniers mois de ma the`se.
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L’animation de personnages est ge´ne´ralement re´alise´e par l’interme´diaire d’une struc-
ture appele´e squelette. Cette structure est compose´e de segments rigides appele´s os lie´s
entre eux par des articulations. Le squelette est en ge´ne´ral cre´e´ dans une configuration
initiale appele´e pose de repos qui correspond au maillage non de´forme´. L’animation du
maillage ou skinning consiste alors a` reproduire sur le maillage les de´formations applique´es
au squelette. Celles-ci sont re´alise´es par rotation des os autour des articulations, ce qui a
pour effet de changer la pose du squelette, c’est-a`-dire sa configuration.
Une caracte´ristique souhaite´e durant le skinning d’un personnage est la reproductibi-
lite´. Concre`tement, si l’on de´forme le squelette d’une pose pa a` une pose pb, puis qu’on
le rame`re dans la configuration pa, le maillage doit avoir retrouve´ sa forme initiale. Ceci
implique que pour chaque pose p du squelette, il doit correspondre une et une seule
de´formation du maillage.
Chaque os du squelette est habituellement repre´sente´ par sa longueur et un repe`re dont
l’origine est situe´e a` l’une de ses extreˆmite´s, et dont l’un des axes pointe vers l’extreˆmite´
oppose´e. Une repre´sentation e´quivalente est obtenue par la transformation permettant
de passer de ce repe`re au repe`re objet. Celle-ci peut eˆtre exprime´e sous la forme d’une
matrice de taille 4× 4 par l’interme´diaire des coordonne´es homoge`nes.
Nous utilisons les notations suivantes. La pose initiale est note´e 0. La transformation
qui, applique´e a` un point exprime´ dans le repe`re de l’os i dans la configuration p, exprime
ce meˆme point dans le repe`re objet est note´e T pi . v
p
j de´signe la position du sommet j du
maillage exprime´e dans le repe`re objet lorsque le squelette est dans la pose p.
La forme la plus simple de skinning est obtenue en associant chaque sommet du
maillage a` un os du squelette. Le maillage est alors de´forme´ en appliquant a` chaque
sommet la de´formation qu’a subie l’os correspondant. Les coordonne´es des sommets sont







ou` i est l’os associe´ au sommet vj.
Cette technique est appele´e skinning rigide du fait que chaque sommet est immobile
dans le repe`re de l’os qui lui est associe´. Elle est peu adapte´e a` l’animation de personages




La technique la plus simple et la plus utilise´e pour le skinning de personnages en
temps re´el est le skinning line´aire, e´galement appele´e SSD (de l’anglais Skeletal Subspace
Deformation). Celle-ci a e´te´ introduite par Magnetat et al.[MtLTM88] afin d’e´tudier les
de´formations d’un mode`le de main.
Le skinning line´aire associe a` chaque sommet vj et a` chaque os i un poids de skinning
wi,j. La transformation applique´e a` chaque sommet est obtenue par combinaison line´aire










Les poids sont tels que ∀j ∑bi=1wi,j = 1. En ge´ne´ral, le nombre d’os de´finissant la
position de chaque sommet est compris entre 1 et 4, ce qui implique que la plupart des
poids wi,j sont nuls. Le calcul de la transformation du maillage est ainsi extreˆmement
rapide.
Le skinning line´aire permet d’obtenir des de´formations plus e´lastiques que le skinning
rigide, qui sont donc plus adapte´es a` la mode´lisation des mouvements des membres hu-
mains. Le choix des poids est un parame`tre de´terminant dans le re´alisme des animations
obtenues. Un choix standard consiste a` utiliser des poids dont la valeur est proportionnelle
a` la distance ge´ode´sique des sommets aux os les plus proches, mais il est bien souvent
ne´cessaire de retoucher les poids a` la main pour obtenir un re´sultat satisfaisant.
Le de´faut majeur du skinning line´aire est qu’il provoque une grande perte de vo-
lume lorsque le squelette est configure´ dans des poses trop e´loigne´es de la pose au repos.
Les situations typiques observe´es sont l’effondrement d’un coude (cf. Figure 6.1 (a)) et
l’effondrement sous torsion (cf. Figure 6.1 (b)). Celles-ci sont provoque´es car cette tech-
nique interpole line´airement des matrices de transformation, chacune correspondant a`
une rotation autour d’une articulation. Or, cette interpolation n’est pas e´quivalente a`
l’interpolation des parame`tres de ces rotations. Un autre inconve´nient est la difficulte´ a`
controˆler le skinning, le choix des poids ne permettant pas toujours de controˆler l’aspect
de la de´formation souhaite´e.
Malgre´ cela`, le skinning line´aire reste tre`s populaire en raison de sa simplicite´ et de
sa rapidite´. De nombreux auteurs ont travaille´ a` ame´liorer cette technique. Mohr et Glei-
91
Chapitre 6. Animation de maillages par surfaces implicites
(a) (b)
Figure 6.1 – Principaux de´faults du skinning line´aire. L’interpolation line´aire des trans-
formations cre´e (a) un creux a` la jonction de deux membres en cas de flexion et (b) un
amincissement des membres en cas de torsion.
cher [MG03] parviennent a` limiter les pertes de volume par l’ajout d’os supple´mentaires
au squelette a` l’extreˆmite´ des os existants. Le proble`me du skinning line´aire e´tant jus-
tement cause´ par l’interpolation line´aire des transformations, certains auteurs proposent
des sche´mas d’interpolations alternatifs [MTCSP04] [Kv05] [KCvO08]. Par exemple, l’al-
gorithme pre´sente´ par Kavan et al.[KCvO08] interpole les parame`tres des rotations en
utilisant une repre´sentation alternative des transformations base´e sur les quaternions en
espace des nombres duaux. Ces approches permettent de re´soudre en grande partie les
proble`mes d’effondrement du maillage, mais ne permettent pas de controˆler l’aspect de la
de´formation.
Une autre approche de skinning consiste a` utiliser plusieurs poses au repos. Les donne´es
initiales sont ainsi de´finies par un ensemble de paires (pi,Mi) constitue´es d’une pose pi et
de la configuration du maillage associe´ Mi.
Une manie`re d’utiliser ces donne´es est de calculer automatiquement les poids de skin-
ning du skinning line´aire. En effet, la de´termination des poids est en ge´ne´ral longue et peu
intuitive lorsqu’elle est re´alise´e manuellement. Les techniques propose´es par des auteurs
tels que Wang et al.[Wea02] et Merry [MMG06] consistent a` calculer les poids de skinning
de manie`re a` minimiser l’e´cart obtenu avec les maillages Mi lorsque le squelette est en
pose pi. Cependant le nombre de poses doit eˆtre suffisant et celles-ci doivent eˆtre choisies
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soigneusement de fac¸on a` ce que le proble`me de minimisation a` re´soudre ne soit pas sous-
contraint. De manie`re analogue, Kavan et al.[KCO09] optimisent les poids de skinning de
manie`re a` approximer un skinning non-line´aire. Le temps de calcul est alors infe´rieur au
skinning utilisant les quaternions en espace des nombres duaux avec une qualite´ similaire.
L’approche propose´e par Lewis et al.dans [LCF00] est d’obtenir la position des som-
mets par interpolation directe des poses au repos. Ces poses pouvant eˆtre choisies de fac¸on
arbitraire, l’interpolation est re´alise´e par des fonctions a` base radiale (RBF). Une phase
d’apprentissage est ainsi ne´cessaire afin de de´terminer les poids de RBF propres a` chaque
sommet. Cette approche permet de controˆler l’aspect de la de´formation, et de simuler
ainsi les gonflements des muscles et les replis de la peau. Cependant elle ne´cessite un
travail supple´mentaire de la part des artistes, qui doivent re´aliser plusieurs maillages du
meˆme mode`le (un par pose). De plus, l’empreinte me´moire du mode`le est beaucoup plus
grande car l’ensemble des maillages Mi doit eˆtre stocke´ en me´moire en plus des poids des
RBF.
Dans [WPP07], Wang et al.proposent de re´aliser un mode`le de pre´diction des de´forma-
tions a` partir des (pi,Mi). Les de´formations locales sont observe´es par l’interme´diaire de
descripteurs appele´s deformation gradient qui stockent la de´formation de chaque triangle
via une matrice 3 × 3. L’hypothe`se formule´e par Wang est que les composantes de ro-
tation de ces de´formations de´pendent line´airement d’une et une seule articulation, et les
composantes de mise a` l’e´chelle sont fonctions line´aires de deux articulations au plus. La
loi de de´formation D(p) de chaque triangle en fonction de la pose du squelette est alors
obtenue selon une re´gression par moindre carre´s. Le maillage est ensuite reconstruit de
manie`re a` minimiser l’e´cart avec la de´formation pre´vue D(p). Cette dernie`re e´tape est
re´alise´e sur GPU, le proble`me d’optimisation line´aire obtenu e´tant re´solu par factorisa-
tion de Cholesky, ce qui permet d’obtenir des temps d’exe´cution compe´titifs avec le SSD.
Cette technique est plus robuste que celle propose´e par Lewis et ne´cessite moins de poses
pi pour obtenir le re´sultat souhaite´. Cependant, l’empreinte me´moire reste importante
en raison du stockage des deformation gradients. Elle est en ge´ne´rale 10 fois plus impor-
tante que dans le cas du skinning line´aire. Le temps d’apprentissage par re´gression peut
e´galement eˆtre conse´quent (plusieur dizaines de minutes pour des maillages de l’ordre de
20000 polygones).
D’autres me´thodes de skinning permettent de corriger automatiquement les pertes de
volumes potentielles survenant par exemple lors du repli d’une articulation. Ces me´thodes
produisent ainsi des gonflements ou rides sur le maillage afin d’augmenter le re´alisme de
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Figure 6.2 – Principe du skinning implicite. (a) Une primitive implicite est ge´ne´re´e a`
chaque os du squelette. Ces primitives sont me´lange´es par un ope´rateur de composition qui
de´finit la forme de la de´formation de l’articulation correspondante. (b) Lorsque le squelette
est de´forme´, une premie`re transformation est applique´e au maillage qui positionne les
sommets de manie`re approximative. (c) Les sommets sont de´place´s de fac¸on a` rejoindre
les isosurfaces correspondantes. Il suivent donc les de´formations du champ potentiel qui
sont de´finies par l’ope´rateur de me´lange utilise´.
la de´formation [vFTS08] [RHC09]. Malheureusement ces approches sont tre`s couˆteuses
en temps de calcul. Les proble`mes d’interpe´ne´tration de la surface peuvent eˆtre re´solus
en utilisant la me´thode de pre´servation de volume par inte´gration de champs vectoriels
d’ Angelidis et al.[AS07]. Toutefois cette me´thode s’inte`gre difficilement dans les chaˆınes
d’animation standards car elle ne´cessite de re´aliser une inte´gration temporelle des sommets
du maillage.
6.2 Skinning implicite
Nous avons de´veloppe´ une me´thode de skinning utilisant les surfaces implicites. Comme
le skinning line´aire, celle-ci ne requiert qu’une pose au repos et ne ne´cessite pas d’appren-
tissage. Notre technique se base sur le squelette pour calculer la de´formation a` appliquer
de manie`re automatique, mais celle-ci peut e´galement eˆtre parame´tre´e facilement. Elle
permet de simuler rapidement et de manie`re re´aliste les articulations simples du corps
humain (doigts, coude, etc..)
6.2.1 Principe de fonctionnement
Le skinning implicite fonctionne de la manie`re suivante. Nous ge´ne´rons une primitive
implicite a` partir de chaque os du squelette. Nous les me´langeons ensuite en utilisant
des ope´rateurs de compositions adapte´s, l’arborescence du squelette de´finissant l’ordre de
me´lange des primitives.
Nous estimons la valeur du champ potentiel ge´ne´re´ par le squelette en chaque sommet
vj du maillage. Celle-ci est note´e cj. L’ide´e de la me´thode du skinning implicite est que
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les valeurs de potentiel cj doivent eˆtre constantes, quelle que soit la pose du squelette.
Lorsque la pose change, le champ potentiel ge´ne´re´ par le squelette change e´galement. Nous
de´plac¸ons alors chaque sommet vj de manie`re a` ce qu’il rejoigne l’isosurface de valeur cj
(cf. Figure 6.2). En fonction des primitives implicites et des fonctions de me´lange utilise´es,
divers effets peuvent eˆtre obtenus. Nos ope´rateurs de me´lange de´finis au chapitre pre´ce´dent
permettent ainsi de simuler les replis et gonflements de peau qui apparaˆıssent lors de la
contraction d’un membre.
6.2.2 Primitives implicites
Le choix du type de primitives implicites ge´ne´re´es a` partir du squelette est essentiel au
bon fonctionnement du skinning implicite. Leur me´lange avec l’ope´rateur de composition
choisi doit en effet eˆtre le reflet de la de´formation souhaite´e au niveau du maillage, afin
d’en faciliter la conception. Ceci conduit a` rechercher deux proprie´te´s au niveau du champ
potentiel :
1. Autant que possible, la forme des isosurfaces doit se rapprocher de la forme du
maillage. Dans l’ide´al, tous les sommets doivent se situer sur la meˆme isosurface.
Il faut donc chercher a` minimiser l’e´cart entre les cj.
2. La de´formation souhaite´e doit apparaˆıtre de manie`re homoge`ne sur les isosurfaces
cj du champ potentiel de fac¸on a` eˆtre refle´te´e sur le maillage. Ces isosurfaces doivent
ainsi eˆtre paralle`les. Pour cela, le champ potentiel doit pre´senter un caracte`re lisse.
En plus de ces proprie´te´s, il est souhaitable que l’e´valuation du champ potentiel soit
rapide, car les e´valuations sont nombreuses lors de l’e´tape de suivi d’isosurfaces.
Nous proposons d’utiliser des cylindres implicites a` support compact ge´ne´re´s par des
segments superpose´s aux os correspondant. En effet, la forme de ceux-ci correspond ap-
proximativement a` la forme des membres du corps humain (bras, jambes, doigts), et leur
extreˆmite´ arrondie est adapte´e a` la repre´sentation des coudes au niveau des articulations.
De plus, leurs isosurfaces sont toutes paralle`les et leur champ potentiel lisse (d’ordre G1).
En outre, ces primitives sont suffisament simples pour eˆtre e´value´es rapidement.
Le champ potentiel ge´ne´re´ par le cylindre issu de l’os ok en un point p est :
bk(p) = (1− (d(p, ok)
Rk
)2)α (6.1)
ou` d(p, ok) est la distance du point p au segment forme´ par l’os ok et Rk le rayon d’influence
de la primitive. Ce rayon d’influence doit eˆtre choisi de manie`re a` minimiser l’e´cart entre
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les valeurs de cj des sommets vj situe´s a` proximite´ de l’os ok. En effet, la surface implicite
ge´ne´re´e par le squelette doit mode´liser au mieux la surface repre´sente´e par le maillage,
sous peine que les effets obtenus avec les ope´rateurs de me´lange ne soient pas bien repro-
duits sur le maillage. Le squelette joue ainsi un role capital dans la bonne repre´sentativite´
de la surface et pour obtenir de bons re´sultats, il faut que les os soient autant que possible
localise´s au centre de leurs membres respectifs.
Cette e´tape est re´alise´e de la fac¸on suivante. Nous commenc¸ons par de´terminer pour
chaque sommet vj l’os du squelette qui lui est le plus proche. Ceci nous permet de seg-
menter les sommets en fonction des os, et pour chaque os ok, il lui est associe´ un ensemble
de sommets Vk. Nous de´terminons ensuite pour chaque os ok le rayon d’influence Rk tel
que le potentiel moyen des sommets qui lui sont associe´s soit e´gal a` 1
2
. Ceci est obtenu en















6.2.3 De´placement des sommets
Lors d’une modification de la configuration du squelette, il faut de´placer les sommets
de fac¸on a` ce qu’ils rejoignent a` nouveau l’isosurface du champ potentiel ge´ne´re´ par le
squelette qui leur est associe´, ce processus permettant de re´percuter sur le maillage les
transformations du champ potentiel. Le processus de de´placement des sommets s’effectue
en deux e´tapes. Dans une premie`re e´tape, nous positionnons les sommets dans une confi-
guration initiale correspondant a` la pose courante du squelette. Cette e´tape est re´alise´e de
manie`re de´terministe, a` partir du maillage initial. Elle permet de satisfaire a` la contrainte
de reproductibilite´ e´nonce´e plus haut. Dans une seconde e´tape, nous de´plac¸ons chaque
sommet vj de manie`re ite´rative en utilisant les gradients du champ potentiel jusqu’a` l’iso-
surface cj. Ces deux e´tapes se paralle´lisent aise´ment sur GPU, les sommets e´tant traite´s
inde´pendamment.
La premie`re e´tape joue un roˆle capital dans la convergence de la seconde. En parti-
culier, celle-ci doit respecter la topologie initiale du maillage. Si celle-ci est modifie´e, par
exemple si deux sommets sont croise´s, les changements seront re´percute´s a` l’issue de la
deuxie`me e´tape, du fait du caracte`re lisse du champ potentiel. Cette mise en configura-
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tion initiale ne peut donc pas eˆtre effectue´e avec un skinning rigide, car celui-ci re´alise
syste´matiquement un croisement de sommets lors d’un mouvement du squelette autour
d’une articulation. A` la place, nous avons de´cide´ d’utiliser un skinning line´aire. En effet,
celui-ci respecte la topologie initiale du maillage dans la limite de mouvements raisonables
des articulations. Notons qu’un repli d’une articulation sur elle-meˆme finit toujours par
de´clencher une auto-intersection de la surface du maillage, quels que soient les poids de
skinning utilise´s. Toutefois ces auto-intersections surviennent pour des rotations extreˆme
des articulations. Si l’on se place dans le cadre des limites des articulations du corps hu-
main, il est aise´ de de´finir des poids de skinning de fac¸on a` ce qu’aucune auto-intersection
ne survienne.
La seconde e´tape consiste a` de´placer chaque sommet vj de manie`re a` rejoindre l’isosur-
face du champ potentiel cj qui lui est associe´e. Une manie`re triviale de proce´der consiste
a` marcher le long du gradient du champ potentiel selon un pas de faible longueur . Tou-
tefois, il se peut que rejoindre l’isosurface soit impossible de cette manie`re, un sommet
pouvant se retrouver dans un puits de potentiel sans pouvoir en sortir. C’est par exemple
le cas lors de la simulation d’un repli de peau forme´ par une areˆte franche.
Pour re´soudre ce proble`me, nous arreˆtons la convergence de l’algorithme de`s qu’un
changement de variation du gradient est de´tecte´. Nous proce´dons alors a` une recherche
locale de la valeur de potentiel la plus proche de cj par dichotomie.
Un autre proble`me de la me´thode consistant a` marcher le long du gradient du champ
potentiel est que les fluctuations du champ potentiel peuvent entraˆıner des variations
importantes de la densite´ des sommets a` la surface du maillage. Ainsi des dilatations ex-
cessives de la surface du maillage peuvent survenir dans les zones de me´lange des champs
potentiels ge´ne´re´s par les os. Ce phe´nome`ne est amplifie´ par le fait que l’e´tape de skinning
line´aire a tendance a` e´loigner les sommets de leur isosurface associe´e dans les zones situe´es
au creux des articulations (cf. Figure 6.3).
Ce proble`me peut eˆtre re´solu en modifiant la marche des sommets de la seconde e´tape.
En effet, la cause de ce phe´nome`ne est que le gradient du champ potentiel dirige les som-
mets vers les points des isosurfaces les plus proches de leurs positions initiales. Or, ces
positions initiales sont obtenues a` l’issue du processus de skinning line´aire, qui souffre
des proble`mes d’effondrement de maillage. Ceux-ci se traduisent par un de´placement ex-
cessif des sommets orthogonalement a` l’axe de rotation des articulations. Afin de ne pas
subir la perte de densite´ a` l’issue de la deuxie`me e´tape, il est ne´cessaire de compenser ce
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a b c
Figure 6.3 – Une marche triviale le long du gradient du champ potentiel (b) peut
entraˆıner une variation de la densite´ des sommets (c) relativement au maillage initial (a).
de´placement. Pour cela`, nous calculons pour chaque sommet la composante de rotation
de la transformation qu’il a subie lors du skinning line´aire. Nous effectuons ensuite la
marche en favorisant la composante du gradient orthogonale a` l’axe de cette rotation.








un sommet vj est obtenue en effectuant une de´composition polaire de Tj :
Tj = Oj.Rj
ou` Oj est une matrice orthogonale et Rj une matrice syme´trique. La matrice orthogonale
est calcule´e par une me´thode ite´rative simple. Conside´rons la suite de matrices Mkj de´finie
par :












De par les proprie´te´s des matrices orthogonales et syme´triques, la suite de matrices Mkj
converge vers Oj quand k → +∞. Cette convergence est rapide et une dizaine d’ite´rations
en moyenne permettent d’obtenir Oj avec une erreur relative de 10
−5. L’axe de la rotation
est alors donne´ par le vecteur :
rj = (Oj3,2 −Oj2,3, Oj1,3 −Oj3,1, Oj2,1 −Oj1,2)
Nous effectuons ensuite l’e´tape de marche des sommets. L’effondrement du maillage
est particulie`rement prononce´ au creux des articulations, qui correspondent aux zones ou`
le gradient du champ potentiel est orthogonal a` l’axe de rotation de l’articulation. Dans
ces zones, le de´placement doit eˆtre effectue´ davantage selon la composante du gradient




Figure 6.4 – Premie`re ligne : skinning d’un maillage de cylindre par un squelette com-
portant une articulation. (a) Skinning classique par SSD. (b) Skinning implicite. Le champ
potentiel utilise´ a e´te´ obtenu par composition des cylindres implicites centre´s sur les os du
squelette. Deuxie`me ligne : (a) Re´sultat du skinning implicite au creux de l’articulation
lorsque le de´placement des sommets est effectue´ dans la direction du champ potentiel.
Une perte de densite´ est visible. (b) Re´sultat obtenu lorsque le de´placement est effectue´
selon le vecteur de de´placement de´crit dans l’e´quation 6.2.
de´placer chaque sommet vj dans la direction du vecteur
dj = ∇f |vj +((1− uj).uj).rj ou` uj = ∇f |vj .rj (6.2)
Dans nos observations, l’utilisation de cette formule permet de maintenir la densite´
radiale des sommets en surface (cf. Figure 6.4). Notons qu’une rotation autour d’une
articulation entraˆıne toujours une compression longitudinale des sommets situe´s au creux
de cette articulation et une dilatation des sommets situe´s a` l’oppose´ de ce creux. Ces
phe´nome`nes traduisent les compressions et dilatations locales de la surface, celles-ci e´tant
d’autant plus prononce´es que le centre de l’articulation est e´loigne´ de la surface. Ils se
produisent d’ailleurs naturellement au niveau de toutes les articulations du corps humain.
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6.2.4 Me´lange des primitives
Comme explique´ en Section 6.2.1, les fonctions de me´lange utilise´es pour composer
les cylindres implicites doivent eˆtre configure´es de manie`re a` re´aliser les de´formations
ade´quates au niveau du maillage. Un simple ope´rateur d’union en max permet de re´aliser
un coude posse´dant une areˆte franche au niveau de la transition (cf. Figure 6.5 (a)). Des
effets plus avance´s tels que le gonflement d’un muscle peuvent eˆtre obtenus en utilisant
les ope´rateurs de compositions controˆle´s par gradient pre´sente´s au Chapitre 5.
Ainsi, l’ope´rateur de me´lange sans gonflement permet d’obtenir automatiquement un
comportement analogue a` celui d’un coude humain. Lorsque les membres sont e´tire´s la
peau est tendue. Lorsque le coude se plie, il n’y a pas de repli visible dans un premier
temps du fait de l’e´lasticite´ de la peau, un comportement similaire a` celui obtenu en zone
de transition douce de notre ope´rateur. Ce n’est qu’a` partir d’un certain angle que le pli
se marque : c’est le comportement que nous observons en mode de transition franche (cf.
Figure 6.5 (b)).
L’ope´rateur de gonflement au contact permet quant a` lui de simuler les articulations
courtes du type de celles reliant les phalanges d’une main : le pli apparaˆıt tre`s rapidement
lorsque le doigt se replie. Un gonflement se produit alors de part et d’autre de l’articulation
qui re´sulte du de´placement de la chair. Notre ope´rateur de me´lange permet de mode´liser
ce comportement tout en re´duisant les phe´nome`nes d’auto-intersection au niveau du pli
(cf. Figure 6.5 (c)).
6.3 Re´sultats
6.3.1 Comparaison qualitative
La figure 6.6 illustre notre technique de skinning dans le cadre de l’animation d’un
mode`le de main. Dans cet exemple, les cylindres implicites issus des diffe´rents os du sque-
lette sont compose´s a` la manie`re d’un CSG, selon la hie´rarchie de´finie par le squelette. Les
primitives implicites situe´es au meˆme niveau dans la hie´rarchie repre´sentent un ensemble
solidaire de plusieurs os. Nous les composons avec l’ope´rateur de me´lange sans gonflement
afin d’obtenir un champ potentiel lisse. Les primitives re´sultantes sont compose´es de pe`re
a` fils avec l’ope´rateur gonflement au contact afin de mode´liser les replis de peau lors de
la flexion d’un membre.




Figure 6.5 – Exemples de de´formations mode´lisables au niveau de la jonction de deux
membres mode´lise´s par des cylindres. (a) Transition franche obtenue par l’ope´rateur
d’union max. (b) Transition douce qui se re´duit au fur et a` mesure que l’articulation se plie
jusqu’a` l’apparition d’une transition franche. Celle-ci est obtenue en utilisant l’ope´rateur
Me´lange sans gonflement pre´sente´ au Chapitre 5. Elle mode´lise l’effet obtenu sur l’arti-
culation d’un coude humain. (c) Transition franche faisant apparaˆıtre des bourrelets de
part et d’autre de l’articulation. Elle est obtenue par l’ope´rateur Gonflement au contact
du Chapitre 5 et permet de mode´liser les replis de peau visibles sur les articulation des
doigts par exemple.
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Figure 6.6 – Re´sultats obtenus dans le cadre de l’animation d’une main. (a) Skinning
par SSD. (b) Skinning par utilisation de cylindres implicites. (c) Photos d’une vraie main.
Les cylindres implicites compose´s avec l’ope´rateur de gonflement au contact permettent





Figure 6.7 – Comparatif avec une autre me´thode de skinning existante. (a) Re´sultat
obtenu graˆce a` la technique de Angelidis et al. (b) Re´sultat obtenu avec le skinning
implicite.
nir un comportement beaucoup plus proche de la re´alite´. Le skinning line´aire de´grade
fortement la surface : les parties inte´rieures des doigts se creusent (collapsing elbow) et
les parties exte´rieures se courbent. De plus, le repli de peau qui survient naturellement
entre la paume et les doigts n’est pas visible. Notre technique permet en revanche de
re´soudre automatiquement tous ces proble`mes : l’exte´rieur des doigts reste rigide tandis
que l’inte´rieur gonfle le´ge`rement, et le repli a` la jonction de la paume est bien apparent.
Ce repli de peau pose proble`me pour la plupart des techniques de skinning base´es
sur un squelette. La figure 6.7, montre le repli obtenu avec la technique du kynodynamic
skinning de Angelidis et al.[AS07]. Celui-ci n’est pas bien localise´ : il est situe´ bien en des-
sous de la jonction. Avec notre technique, le repli est positionne´ a` un endroit plus re´aliste.
Certains cas peuvent toutefois poser proble`me avec notre approche. Tout d’abord,
pour que le comportement de la surface soit bien traduit par l’ope´rateur de me´lange, il
est ne´cessaire que les sommets qui la composent soient localise´s a` proximite´ de la meˆme
isosurface du champ potentiel. Si la de´viation est trop importante, les de´formations du
champ potentiel lie´es a` la composition des cylindres implicites ne seront pas transmises
correctement au maillage. La figure 6.8 illustre une situation a` proble`mes : la peau situe´e
a` la jonction de la maˆchoire et de la gorge du dinosaure est plus e´loigne´e du squelette
que la peau situe´e au milieu de sa gorge. En conse´quence, le repli de peau simule´ par
l’ope´rateur de me´lange n’est pas localise´ au bon endroit.
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(a) (b)
Figure 6.8 – Illustration d’un proble`me survenant lors de l’utilisation de cylindres im-
plicites. (a) L’ouverture de la maˆchoire du dinosaure cre´e un phe´nome`ne similaire au col-
lapsing elbow a` la jonction de la teˆte et du cou avec du skinning line´aire. (b) Le skinning
implicite ne corrige pas totalement le proble`me car la surface n’est pas bien repre´sente´e
par les isosurfaces des cylindres implicites.
Pour corriger ce proble`me, il est ne´cessaire d’avoir recours a` des primitives implicites
plus repre´sentatives de la surface originale que les cylindres implicites que nous utilisons.
Une solution serait d’ajouter manuellement des os supple´mentaires qui ge´ne`reraient de
nouveaux cylindres implicites dans les zones mal repre´sente´es par les cylindres existants.
L’ inconve´nient de cette approche est qu’elle casse l’aspect automatique de notre tech-
nique. De plus, l’ajout de cylindres supple´mentaires implique de re´aliser davantage de
compositions, ce qui peut augmenter le temps de calcul du champ potentiel de fac¸on
notable.
6.3.2 Performances
Notre nouvelle technique de skinning est hautement paralle´lisable, le traitement de
chaque sommet du maillage e´tant effectue´ de manie`re inde´pendante. Elle est ainsi parti-
culie`rement adapte´e aux cartes graphiques modernes. Notre imple´mentation est re´alise´e
inte´gralement en CUDA et permet d’obtenir des performances interactives avec des mode`les
compose´s d’une centaine de milliers de polygones (cf. Table 6.1). Le skinning implicite
reste tout de meˆme particulie`rement couˆteux en comparaison avec le skinning line´aire.
Ceci est duˆ au fait que l’e´tape de marche des sommets peut ne´cessiter plusieurs dizaines
d’e´valuations du champ potentiel avant convergence, en fonction de la position initiale
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des sommets issus du skinning line´aire et du pas  choisi.
sce`ne nombre de sommets
nombre moyen temps de
d’e´valuations traitement (ms)
hand 31750 12.3 67
raptor head 302120 23.1 980
Table 6.1 – Performances du skinning implicite sur les sce`nes de test pre´sente´es (confi-
guration : Intel Core 2 E6600 (2.66 GHz) + Nvidia GTX 280).
6.4 Discussion
Une solution au proble`me de la mauvaise approximation de la surface par les cylindres
implicites serait d’approximer la surface repre´sente´e par le maillage avec des fonctions
implicites telles que celles utilise´es dans les algorithmes de reconstruction de surface :
Radial Basis Functions (RBF) [MGV], Algebraic Point Set Surfaces (APSS) [GG07] ou
Moving Least Squares (MLS) [FCOS05]. Il n’est pas ne´cessaire que la surface implicite
capture les de´tails du maillage, mais juste qu’elle en conserve la forme ge´ne´rale. Or ce
type de primitives permet de ge´ne´rer une surface a` partir d’un nombre arbitraires de
points d’e´chantillonnage : plus le nombre de points est grand, meilleure est la pre´cision
de la surface reconstruite, et inversement, un nombre re´duit de points permet d’e´liminer
les de´tails a` haute fre´quence. Ainsi, en e´chantillonnant le maillage situe´ a` proximite´ de
chaque membre, nous pourrions obtenir une mode´lisation par surfaces implicites beau-
coup plus pre´cise. Le couˆt d’e´valuation du champ potentiel serait toutefois plus e´leve´ que
dans le cas de simples cylindres implicites (complexite´ line´aire avec le nombre de points
d’e´chantillonnage). Pour conserver des performances en temps re´el, le champ potentiel as-
socie´ a` chaque membre pourrait eˆtre pre´calcule´ et stocke´ dans un atlas de textures en 3D.
Cette approche a e´te´ propose´e par Rodolphe Vaillant et al.[VBG+13] qui a pour-
suivit ces travaux dans le cadre de sa the`se. Ses re´sultats montrent que l’utilisation de
HRBF (Hermite Radial Basis Functions [MGV11]) au lieu de cylindres implicites pour
l’approximation de la surface du maillage permet d’ame´liorer conside´rablement la qua-
lite´ de la transition entre deux membres sur les articulations les plus complexes (e´paule,
bassin, etc.). Le pre´calcul et le stockage des HRBF en texture 3D permet une e´valuation
tre`s rapide des champs potentiels avec une pre´cision suffisante pour un couˆt en me´moire
restreint (environ 10 Mo pour le storckage de HRBF d’un squelette a` 21 os).
Rodolphe [VBG+13] a, de plus, utilise´ la me´thode de Newton-Raphson pour l’ e´tape
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de de´placement des sommets au lieu d’une marche a` pas constant. Celle-ci converge de
manie`re quadratique et le nombre d’ite´rations requis est donc beaucoup moins e´leve´, ce qui
permet de limiter le nombre d’e´valuations du champ potentiel. Cependant, dans certains
rares cas, la me´thode de Newton peut de´passer fortement le point de convergence. Une
solution pourrait eˆtre de se baser sur les proprie´te´s lipschitziennes des fonctions HRBF






A leur introduction dans les anne´es 80, les surfaces implicites e´taient conside´re´es
comme une alternative inte´ressante aux repre´sentations parame´triques des surfaces. Les
qualite´s inhe´rentes a` l’utilisation de champs potentiels (transitions automatiques entre
objets, gestion automatique des changements de topologie en animation) sugge´raient leur
adoption future au sein des syste`mes de mode´lisation. Cependant il s’ave´rait que les
de´fauts de ce type de repre´sentation e´taient trop contraignants, en particulier le couˆt en
temps de calcul du rendu des surfaces et la difficulte´ a` controˆler la forme des transitions.
Les travaux pre´sente´s dans cette the`se montrent que l’impact de ces de´fauts peut eˆtre
re´duit de manie`re a` ce que les surfaces implicites puissent devenir une alternative viable
aux autres repre´sentations surfaciques.
7.1 Re´capitulatif des contributions
— Les repre´sentations par maillage restent les plus rapides a` visualiser, notamment
graˆce aux processeurs graphiques de´die´s. Cependant nous avons montre´ que la vi-
sualisation en temps re´el d’un grand nombre de surfaces implicites (100000) est pos-
sible graˆce a` une nouvelle structure d’acce´le´ration (FBVH). L’utilisation conjointe
du CPU et du GPU permet de masquer le temps de construction de cette structure
en contexte d’animation.
— Le me´lange controˆle´ par gradient augmente la flexibilite´ d’utilisation des surfaces
implicites en mode´lisation. D’une part il permet de re´soudre les proble`mes ge´ne´raux
de composition de surfaces implicites (gonflement a` la jonction, me´lange a` distance,
suppression des de´tails et changements inde´sirables de la topologie). D’autre part
il permet de re´aliser un controˆle pre´cis sur la zone de transition. Il est ainsi possible




— Un exemple d’application pratique de ces ope´rateurs de me´lange est le skinning
implicite : en faisant suivre les fluctuations du champ potentiel aux sommets
d’un maillage, les transitions entre les primitives implicites sont re´percute´es sur ce
maillage. Ceci est possible car en effectuant un me´lange de champs potentiels on
transforme de fac¸on similaire toutes les isosurfaces de ces champs. Cette transfor-
mation est alors visible sur le maillage meˆme si les sommets ne sont pas initialement
sur la meˆme isosurface.
7.2 Discussion et travaux futurs
7.2.1 Rendu de surfaces implicites
Nos travaux sur la visualisation de surfaces implicites ont e´te´ applique´s a` la visualisa-
tion d’un unique type de primitives. Ces primitives sont combine´es entre elles a` l’aide d’un
ope´rateur n-aire. Il est aise´ d’adapter la structure FBVH a` n’importe quel type de surface
implicite a` support compact. En revanche, le remplacement de l’ope´rateur de composition
n-aire par une composition de type CSG ne´cessiterait certaines optimisations pour conser-
ver une e´valuation efficace. En effet, le CSG impose un ordre hie´rarchique d’e´valuation
des fonctions potentielles de chaque primitive et l’e´valuation de la fonction potentielle
re´sultante a une complexite´ line´aire avec le nombre de primitives total de la sce`ne. Or,
l’expression de cette fonction potentielle peut eˆtre simplifie´e au sein de chaque noeud de
la FBVH : seules les primitives appartenant a` ce noeud (i.e. les primitives dont le support
intersecte la boˆıte englobante du noeud) peuvent en modifier la valeur. Une e´valuation
efficace du champ potentiel ne´cessiterait donc de calculer une expression simplifie´e de
l’ope´rateur de composition au sein de chaque feuille de la FBVH a` l’issu de sa construc-
tion.
7.2.2 Me´lange de surfaces implicites
Le me´lange de surfaces implicites controˆle´ par le gradient permet de s’affranchir
des proble`mes de composition usuels, mais posse`de toutefois certaines limitations. Tout
d’abord les parame`tres de la fonction d’ouverture, en particulier les parame`tres de pente
w0 et w1, doivent eˆtre re´gle´s manuellement en fonction du type des primitives implicites
utilise´es afin de ne pas cre´er d’artefacts supple´mentaires dans la composition. Il serait
inte´ressant d’explorer diverses manie`res de calculer ces coefficients de manie`re automa-
tique afin de limiter le travail de l’utilisateur. Ensuite, le me´lange est fortement de´pendant
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des fluctuations du gradient des primitives implicites. Si un des gradients pre´sente de fortes
variations locales, par exemple a` l’approche d’un point singulier ou` le gradient est nul, le
me´lange re´sultant peu pre´senter un aspect inattendu. Une solution pourrait eˆtre de lisser
le gradient en calculant sa valeur moyenne dans une certaine sphe`re autour des points
d’e´valuation, mais cela pe´naliserait fortement le couˆt en temps de calcul des e´valuations
du champ potentiel.
Les ope´rateurs de me´lange introduits dans cette the`se ont e´te´ ge´ne´ralise´s par Canezin
et al.[CGB13] a` l’intersection et la diffe´rence de primitives implicites. A cet effet, il a
e´te´ ne´cessaire de borner l’ope´rateur de me´lange. En effet, pour garantir la consistance du
champ potentiel re´sultant de compositions successives, tous les ope´rateurs utilise´s durant
la composition doivent eˆtre borne´s sur leur propre intervalle de de´finition. On peut choisir
par exemple de conside´rer des ope´rateurs de me´lange g : [0, 1]2 → [0, 1] dans le cas ou`
les primitives implicites utilise´es ge´ne`rent des champs potentiels a` valeur dans [0, 1]. Les
ope´rateurs d’union g∪ propose´s par Canezin et al.[CGB13] respectent cette proprie´te´, ce
qui permet de de´duire de nouveaux ope´rateurs d’intersection et de diffe´rence :
g∩(f1, f2) = 1− g∪(1− f1, 1− f2)
g\(f1, f2) = g∩(f1, 1− f2)
Ces nouveaux ope´rateurs permettent d’offir aux ope´rateurs controˆle´s par gradient la
flexibilite´ requise a` leur utilisation au sein des syste`mes de mode´lisation par CSG.
7.2.3 Animation de maillages par surfaces implicites
L’utilisation de primitives implicites pour l’animation d’un maillage permet de trans-
mettre automatiquement a` ce maillage les de´formations issues de l’ope´rateur de composi-
tion utilise´. Ce nouvel outil peut grandement simplifier le travail ne´cessaire a` l’animation
d’un personnage : le choix et le parame´trage d’un ope´rateur de composition permet de
re´gler tre`s facilement le comportement de la transition entre une surface lisse et un repli
de la peau lors de la flexion d’une articulation pour un effet visuel convaincant. De plus,
cette me´thode ne souffre pas des proble`mes de perte de volume habituellement rencontre´s
avec les me´thodes de skinning traditionnelles.
Chaque nouvel ope´rateur de me´lange offre de nombreuses possibilite´s de transition au
niveau des articulations par l’interme´diaire des controˆleurs. Afin d’aider les utilisateurs
a` obtenir la forme souhaite´e lors du pli d’un membre, il serait inte´ressant de permettre
la cre´ation d’ope´rateurs de me´lange par trace´ (sketching) de profils de de´formation. Ceci
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permettrait d’obtenir simplement des effets complexes (ex : rides) sans avoir a` trouver
une formulation mathe´matique ade´quate du profil recherche´.
Enfin les de´veloppements effectue´s sont a` l’e´tat de prototype : a` l’heure actuelle, trou-
ver les bons parame`tres des ope´rateurs pour obtenir la transition souhaite´e ne´cessite de
proce´der par taˆtonnements. La cre´ation d’un ve´ritable environnement d’e´dition permet-
tant de modifier a` la vole´e le type et les parame`tres des controˆleurs utilise´s a` chaque
articulation faciliterait e´norme´ment cette e´tape et pourrait prouver que cette technique
d’animation peut eˆtre utilise´e par n’importe quel utilisateur sans connaissance pre´alable
des the´ories mathe´matiques utilise´es.
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AEquation des courbes d’ouverture
Afin d’obtenir un champ potentiel lisse a` l’inte´rieur de l’isosurface, nous de´finissons
kθ(x) = tan(θ)/2 ∀x ∈ [12 ,+∞]. La de´finition de kθ a` l’exte´rieur de l’isosurface fait





si x ≥ 1
2









Ou` φ est une fonction de´finie de manie`re a` garantir la continuite´ de classe C∞ de la
fonction λθ (Figure A.1 (a)). Elle est construite de la manie`re suivante :
φ−1(x) = x+ 1− w(x)
ou` w est la fonction utilise´e en tant que profil de de´formation p¯ de´fini a` la Section 5.2.1.
La fonction φ ne posse`de pas de forme analytique connue, mais elle peut eˆtre ne´anmoins
e´value´e nume´riquement par recherche dichotomique.




a` la valeur de kθ au point x = 0.5. Cependant cette expression fait de´ge´ne´rer l’expression
du champ potentiel en une union max lorsque θ = pi
4
(Figure A.1 (b)). Pour e´viter cela`, il



























Figure A.1 – (a) La fonction φ est plate en x = 0 et x = 2, ce qui garantit que la fonction
kθ est de classe C
∞. (b) La fonction λθ en rouge re´alise la jonction C∞ de deux fonctions
affines graˆce a` la fonction φ visible dans le petit carre´ noir. Apre`s mise a` l’e´chelle, la
fonction verte est toujours lisse mais ge´ne`re un ope´rateur d’union non lisse quand θ = pi
4
.
























Figure B.1 – Calcul des parame`tres d’interpolation lXi et lXi+1 pour l’e´valuation de gθ
au point d’e´chantillonnage X = (f1m, f2n).
Pour calculer une repre´sentation discre`te de g, nous re´alisons l’e´valuation de gθ aux
points d’e´chantillonnage re´guliers (f1i, f2j), i, j ∈ [0;N ] de la manie`re suivante. Tout
d’abord, nous de´finissons gθ(f1i, f2j) = max(f1i, f2j) pour chaque couple i, j tel que f1i <
kθ(f2j) ou f2j < kθ(f1i). Puis pour chaque i ∈ [0;N ] , nous conside´rons les deux isocourbes
Li et Li+1 de gθ correspondant aux valeurs respectives f1i et f1i+1. Pour chaque point
d’e´chantillonnage X situe´ entre ces deux isocourbes, gθ(X) est estime´ en interpolant f1i
et f1i+1 line´rairement entre Li and Li+1 (Figure B.1). Cette interpolation est re´alise´e de
la manie`re suivante. Nous calculons les deux valeurs :
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Annexe B. Pre´calcul des ope´rateurs de me´lange
lXi = ‖X −Oi‖ − p¯(ϕi).Ci
lXi+1 = p¯(ϕi+1).Ci+1 − ‖X −Oi+1‖
qui sont respectivement les distances de X a` Li (Figure B.1(a)) et de X a` Li+1 (Fi-
gure B.1(b)). Dans ces expressions, le point Oi a pour coordonne´es (kθ(f1i), kθ(f1i)) et







API Interface de programmation ( Application Programming Interface)
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(Algebraic Point Set Surface)
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CSG Ge´ome´trie de construction de solides (Constructive Solid Geometry)
CUDA API proprie´taire des cartes graphiques nVidia (Compute Unified Device Architecture)
FBVH Hie´rarchie de volumes englobants redimensionne´e (Fitted Bounding Volume Hierarchy)
GPU Processeur graphique (Graphics Processing Unit)
HRBF Fonction a` base radiale de Hermite (Hermite Radial Basis Function)
MLS Me´thode des moindres carre´s mobiles (Moving Least Squares)
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SAH Heuristique d’aire surfacique (Surface Area Heuristic)
SSD Skinning line´aire (Skeleton Subspace Deformation)
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3.4 Sche´ma de fonctionnement. L’animation des metaballs Ai est re´alise´e sur
le GPU puis transfe´re´e sur la machine hoˆte (Mi). Celle-ci calcule alors la
structure d’acce´le´ration correspondant a` la position actuelle des metaballs
(CBi), puis transfe`re celle-ci sur la me´moire de la carte grapique (Bi). Le
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respondant a` l’image suivante (CBi+1). La plupart des transferts me´moire
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3.5 Captures d’e´cran des diffe´rentes sce`nes de test : (a,b) Tornado, sce`ne rendue
avec 3 niveux de re´flexions ; (c) Molecule 1, rendue avec l’ombrage de Phong ; (d)
Molecule 2, rendue en occlusion ambiente calcule´e en lanc¸ant 64 rayons d’ombre
par pixel ; (e) Bassin, rendue avec simulation de la re´flection et de la re´fraction de
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4.1 Exemples d’ope´rateurs binaires de composition. En haut : ope´rateur d’union
franche obtenu par la fonction (f1, f2) → max(f1, f2). En bas : ope´rateur





ligne, la figure de gauche repre´sente les lignes de champ de l’ope´rateur sur
le plan (f1, f2) et la figure de droite les lignes de champ obtenues en faisant
la composition de deux metaballs. Notez la corre´lation entre les lignes de
champ sur les figures de gauche et de droite. . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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union franche standard (max), (b) un me´lange lisse [BMDS02], (c) une
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frontie`res au dela` desquelles g(f1, f2) = max(f1, f2). . . . . . . . . . . . . . 63
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5.5 Premie`re ligne : L’angle d’ouverture θ de´finit la largeur de la transition
au niveau de l’isovaleur correspondant a` la surface observe´e (ici 1
2
). la
courbe rouge repre´sente l’isovaleur 1
2
d’un ope´rateur de me´lange g(f1, f2, θ).
Deuxie`me ligne : Les courbes d’ouverture kθ de´finissent les frontie`res de la
zone de transition de l’ope´rateur g. (a) Ope´rateur comple`tement ouvert
(θ = 0). (b) Angle d’ouverture interme´diaire. (c) Ope´rateur ferme´ (θ = pi
4
). 78
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5.8 Isocourbes de l’ope´rateur de me´lange gb pour diffe´rentes valeurs de θ. (a)
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8
. (c) Transi-
tion franche : θ = pi
4
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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flement au contact pour simuler les collisions entre objets mous. . . . . . . 84
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(c) Application de cet ope´rateur utilise´ avec le controˆleur Contact pre´sente´
en Figure 5.10 (c) illustrant la de´formation obtenue lors de la collision de
deux cylindres. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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est re´alise´e en composant plusieurs primitives implicites avec deux ope´rateurs,
le gonflement au contact et un ope´rateur de me´lange pour les bulles quit-
tant la base. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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approximative. (c) Les sommets sont de´place´s de fac¸on a` rejoindre les iso-
surfaces correspondantes. Il suivent donc les de´formations du champ po-
tentiel qui sont de´finies par l’ope´rateur de me´lange utilise´. . . . . . . . . . 94
6.3 Une marche triviale le long du gradient du champ potentiel (b) peut en-
traˆıner une variation de la densite´ des sommets (c) relativement au maillage
initial (a). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
133
Table des figures
6.4 Premie`re ligne : skinning d’un maillage de cylindre par un squelette compor-
tant une articulation. (a) Skinning classique par SSD. (b) Skinning impli-
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densite´ est visible. (b) Re´sultat obtenu lorsque le de´placement est effectue´
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6.5 Exemples de de´formations mode´lisables au niveau de la jonction de deux
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